du 9 au 13 novembre

Toutes les définitions /énoncés du cours sont a connaitre précisément.

Exercices de cours

Une note supérieure a 10 ne saurait étre attribuée a un éléve pris en défaut de connaissance
sur un des exercices de cours.

Exercice 1 — Soient f:E >Fetg:F—>G
1. Cours, chap 9-II. Montrer que si f et g sont injectives, alors g o f l'est aussi.
2. Exercice feuille 8. Montrer que si go f est surjective, alors g est surjective.

Exercice2 — Soient f :E >Fetg:F > G
1. Cours, chap 9-I1. Montrer que si f et g sont surjectives, alors g o f I’est aussi.
2. Exercice feuille 8. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

Exercice 3 Ex. de cours, chap 9-II — On note f 'application z +> z? de C dans C.
1. On note A la droite d’équation y = x. Montrer que f(A) =iR,.
2. Montrer que f~1(R%) = iRR".

Feuille 8 : exercices traités et compétences en jeu

Compétences Savoir-Faire m
Prouver qu’une application concréte est ou 1)(3){2)]5
n’est pas injective/surjective 8
Prouver qu’une application concréte est 1/12,/6). 7
bijective

Montrer ou exploiter linjectivité/la 17 (18| 23

surjectivité/la bijectivité d’'une application dans
un cadre abstrait

Déterminer l'image ou l'image réciproque d'une 101112
partie par une application concréete 1) (15
Manipuler image et image réciproque d'une 23| |28
partie par une application dans un cadre

abstrait

Feuille 8-bis : exercices traités et compétences

Compétences Savoir-Faire m

Montrer que deux ensembles sont égaux

Montrer qu’une relation binaire est une relation 1
d’ordre
Montrer qu’une relation binaire est une relation 10

d’équivalence

Déterminer la classe d’équivalence d'un 10
élément pour une relation d’équivalence

Page 1/4



1 Injections, surjections, bijections

e Cadre. E et F sont deux ensembles.

1.1 Les définitions

* Définitions. Notion d’application de E dans F, définition de I'image d'un élément
de E, d’'un antécédent d’un élément de F par une application.

* En pratique. Si y € F est donné, trouver les antécédents de y revient a résoudre
I’équation f(x) =y d’inconnue x € E.

Définition
Une application f : E — F est dite :
e Injective si tout élément de F a au plus un antécédent par f.
* Surjective si tout élément de F au moins un antécédent par f.

* Bijective si tout élément de F a exactement un antécédent par f.

Donc f est bijective si et seulement si f est injective et surjective.
~—

1.2 Prouver l'injectivité en pratique

En pratique : pour montrer que f est injective

* f est injective ssi pour tous x,x" € E : (f(x) = (@) = x= \’)

» Rédaction type. « Soient x,x’ € E tels que f(x) = f(x") ... ... donc x = x". »
~———

Théoréme : Cas des fonctions réelles strictement monotones

Soit D une partiede Ret f: D — IR.
Si f est strictement monotone sur D, alors f est injective.

G

1.3 Prouver la surjectivité en pratique

Rédaction : pour montrer que f est surjective

«Soit y € F » ... (on construit x € E tel que f(x) =1y.)

2 Composition, réciproque
2.1 Composition des applications

.

Soient f : E — Fet g: F — G.La composée de f et g est 'application gof : E - G
définie pour tout x € E par: go f(x)= g(f(x))

~————

Théoréme : Associativité ]

Soient f:E—>F,g:F>Geth:G—> H: ho(gof)=(hog)of.

Vs

~—
Théoreme

L’ identité de E est I'application Idg : E— E.
X X
Pour toute fonction f:E—>F: eIdpof=f =©foldg="f.

Soient f:E > Fetg:F— G.
1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
2. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.
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2.2 Réciproque d’une bijection

3 Action de f sur les sous-ensembles de E et F

cation f~!: F — E qui, a tout élément de F, associe son antécédent par f :
* Etant donné y € F, f () est 'unique x € E solution de I’équation : f (x)

* Pour toutxe€ EettoutyeF: f(x)=v ﬁ x=f"1y)
e

~—
Théoréme

Lorsque f : E — F est bijective, flof=Idg et fof !=Idf
\

Théoreme

Soit f : E — F une application a priori quelconque.
On suppose qu’il existe g: F — E telle que go f =Idg et f o g =Idp.
Alors f est bijective et g = f~!

Soit f : E — F une application bijective. Lapplication réciproque de f est l'appli-

v.

3.1

Images directes, images réciproques

Définition
Soit ACE et f: E— F.Limage (directe) de A par f est 'ensemble, noté f(A), des
images par f des éléments de A : f(A)

= {f(x), xeA).

* Retenir. y € f(A) signifie :

il existe x € A tel que f(x) = y)

Cas d’une fonction f de R dans R

Penser a utiliser le tableau de variation de f.
~————

Soit BC F et f : E — F. L'image réciproque de B par f est 'ensemble, noté f~!(B),
des antécédents par f des éléments de B : f~1(B) = {xeE | f(x)eB}.
e

.

. On trouve (connait) g: F — E telle que go f =Idg et f o g =1dp.

2. On fixe y € F et on montre que I’équation f(x) =y d’inconnue x € E possede
une unique solution.

. On prouve que f est injective et surjective

Théoreme : Réciproque d’'une composée

Soient f : E = F et g: F — G deux applications bijectives.
Alors go f est bijectiveet:  (gof)'=f"log™!

+ Retenir. x € f~!(B) signifie [f(x) € B

“* Attention % f~1(B) est défini méme si f nest pas bijective (I'écriture « f~1(B)»
est un bloc défini sans utiliser .
Cas des fonctions de R dans R

Pour f:R—>R:
* Chercher f~!({y}) revient a résoudre ’équation f(x)=7v .
* Chercher f~!([a, b]) revient a résoudre 'inéquation a < f(x) < b.

3.2 Prolongement, restriction d’une application

Soient A une partie de E et f : E — F. On appelle restriction de f a A I'application
fi, : A — F définie pour tout x € A par : fia(x) = f(x)
~—

Soient A une partie de E et f : A — F. Un prolongement de f a E est une applica-

tion f : E — F telle que pour tout x€ A:  f(x) = f(x)
~————
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4 Relations binaires sur un ensemble E

Définition

Une relation binaire % sur E est une partie de E X E.

* Interprétation. Une relation binaire sur E est une propriété % qui s’applique aux

couples d’éléments de E. Etant donné (x,v) € E x E, lorsque (x, ) vérifie #Z, on écrit
XZY

4.1 Relations d’ordre

Soit Z une relation binaire sur E. On dit que Z est une relation d’ordre si Z est :

o Réflexive: Vxe€E, xZx.
o Antisymétrique: Vx,y€E, (xZy et yp#x) = x=7.
e Transitive: Vx,y,z€E, (xZy et v#z) = x%z

~————

Une relation d’ordre < sur E est dite :
* Totale si deux éléments quelconques de E sont toujours comparables i.e. :
V(x,v) € E?,
* Partielle si elle n’est pas totale i.e. si :
A(x,9)€eEXE | (x4

(x<y ou p<x)

et

v AX)

~—————

Soit <t une relation d’ordre sur E et A € Z(E).

* On dit que A est majorée (pour <) si il existe M € E tel que :

YaeA, a<a M
* On appelle plus grand élément de A (pour <) tout majorant de A appartenant a A
~—

* Remarque. Si A posséde un plus grand élément pour une relation d’ordre <, alors
il est unique.

4.2 Relations d’équivalence

On dit que Z est une relation d’équivalence si Z est :

o Réflexive: VxeE, xZx.
o Symétriquesi: Vx,vy€E, x#y — yIZX.
o Transitive: Vx,y,z€E, (xZv et y#z) = x%z

~————

Théoreme 3

Soit Z une relation d’équivalence sur E.
* Pour tout x € E, la classe d’équivalence de x (pour Z) est 'ensemble des éléments
en relation avec x a savoir :  cl(x) = {veE | xZv}
€

* Ces classes d’équivalence forment une partition de E :
e Aucune n’est vide
* Leur réunion est E.
* Deux classes distinctes sont disjointes.

L'adresse de la page des maths est : https://mathieucathala.fr

4/4



