du 30 novembre au 4 décembre

Toutes les définitions /énoncés du cours sont a connaitre précisément.

Exercice de cours Feuille 9 : exercices traités et compétences en jeu

6

Exercice 1 Cours, chap 12, I — Soit u € RN, Compétences

1. Donner la définition « u est convergente » N o o ,
2 S ANA APt on .. Reconnaitre et expliciter le terme général d'une
2. Démontrer la propriété d’unicité de la limite. . . o ) L.
suite arithmético-géométrique
- . . N 2
Exercice 2 Cours, chap 12, I — Soit u € R™, convergente. Montrer que u est bornée Rcemmaive at explinier = famne manl dime N (2) (3
Exercice 3 Ex. de cours, chap 12, 1.3 — suite récurrente linéaire d’ordre 2 4
i k
-1 . . . N
Pour n € IN*, on pose S, = Z% Etudier la nature de la suite (S,)en+- Etudier une suite récurrente u, .| = f(u,) 30) (31) (32
k=1 P . . q
Maitriser la notion de suites adjacentes 27 |29
Exercice 4 Exercice feuille 9 bis — On considére une suite u strictement positive.
o Upad . Montrer la convergence a l'aide du théoréme 19) (20 |21
On suppose que la suite ( ) converge vers un réel k < 1. Montrer que u, — 0. o
tn de la limite monotone 23126
Exercice 5 Ex. de cours, chap 12, IV — Soit u € RN, croissante et majorée. . s P e & (P
s Etudier la limite d'une suite a l'aide du 14) (16 |17
Démontrer que u converge. AR ,
théoreme d’encadrement
Exercice 6 Cours, chap 12, [V — Soit A est une partie non vide et majorée de R et . R i . o
. p R Utiliser les regles opératoires sur les limites 10 (11
M un majorant de A. Démontrer I’équivalence entre :
i) M=supA . . . en s p
ii) Il existe une suite (a,) d’éléments de A telle que a,, — M. Feuille 9-bis : exercices traites et Competences

n—+oo

Compétences Savoir-Faire m
1 2 3

Exploiter la définition de la limite pour
majorer/minorer une suite réelle

Montrer qu’une suite converge en revenant a la 4] (s
définition de la limite

Utiliser les sous-suites pour montrer qu’une 10 (1112
suite n‘a pas de limite

Utiliser les sous-suites pour montrer qu’une 1311415
suite possede une limite

Utiliser une suite définie de maniére implicite 17 || 18

Utiliser les suites pour montrer qu’une partie 2022 24
de R posséde une borne supérieure

Manipuler la définition de la borne supérieure 19

Montrer/exploiter la densité d'une partie de R 25| (26
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SUITES - niveau 1

Tout le chapitre reste au programme.

SUITES - niveau 2

1 Limite d’une suite
1.1

Suites convergentes

Définition

Une suite u € RN est convergente s’il existe £ € R ayant la propriété suivante :
Ye>0, dngeN | Yn>ng, |u,-¢<e

1.2 Propriétés des suites convergentes

Théoreme 3

Soit u € RN
* Dans le cas ou u est convergente le réel ¢ est unique appelée limite de u et

noté lim u,.
n—+oo
* Dans le cas contraire, on dit que u est divergente.
J

Théoréme N

Toute suite convergente est bornée.
. J

“* Attention “* Réciproque fausse : ((—1)"),en est bornée mais ne converge pas

Théoréme
Soit u € RN. Si u converge vers ¢ > 0, alors u, > 0 a partir d’un certain rang. ]

1.3 Suites tendant vers l'infini

Définition
o Une suite u € RN tend vers +oo si :

VYAeR, dAngeN | VYn>ng, u,>A
o Une suite u € RN tend vers —oo si :

VAeR, dngelN | Vn>nyg, u,<A

“* Attention 4
* Diverger ne signifie pas tendre vers +oco. Une suite diverge si elle admet une
limite infinie ou si elle n'admet pas de limite.
* Une suite qui n’est pas bornée ne tend pas forcément vers +oo. Par exemple la

suite ((—1)”ifz)nelN
2 Suites extraites
2.1

n'est pas bornée mais n‘admet pas de limite.

Définition

Définition

Soient u,v € RN, On dit que v est une sous-suite ou suite extraite de u s’il existe
@ :IN — N, strictement croissante, telle que :

YnelN, v, =ugpm)

~————

|

Soit ¢ : IN — IN, strictement croissante. Pour tout n€ IN:  ¢(n) > n.

Vs

2.2 Limite et suites extraites

o Cadre.* u e RN +/eRU +oco.

|

Siuy,

—> ¢, alors toutes les sous-suites de u tendent vers ¢.
n—+oo

Vs

En pratique : pour prouver qu’une suite n’a pas de limite

Si on peut trouver deux sous-suites de u qui possedent des limites différentes,
alors u n’a pas de limite.

~—
Si:  uy, = ¢ et Uy n_)—+>oo€ alors: u, = L. ]
\
2.3 Théoréme de Bolzano-Weierstrass
Théoreme
Toute suite bornée posséde une sous-suite convergente. ]
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3 Extensions aux suites complexes
Extension des résultats du chapitre dans le cas d’une suite a valeurs dans C.

4 Borne supérieure/inférieure d’une partie de R

« Cadre. * On considere une partie A de R.

4.1 Vocabulaire lié a I'ordre

Partie majorée/minorée/bornée, majorant, minorant, plus grand/petit élément

Théoréme : Cas des parties de IN (admis)

i) Toute partie non vide de IN possede un plus petit élément
ii) Toute partie non vide et majorée de IN possede un plus grand élément

4.2 Borne supérieure/inférieure

Définition
* La borne supérieure de A est, s’il existe, le plus petit des majorants de A.

* La borne inférieure de A est, s’il existe, le plus grand des minorants de A

* Remarque. Si A posséde un plus grand élément M, alors A possede une borne
supérieure et M =sup A

Théoréme : Propriété de la borne supérieure N

* Toute partie non vide et majorée de IR posséde une borne supérieure.

* Toute partie non vide et minorée de R possede une borne inférieure.
\ & J

Théoréme : Caractérisation des intervalles N

Soit I une partie non vide de R. Il y a équivalence entre :

i) I est un intervalle de R. i) Pour tous x,p € telsque x<yp: [x,p]Cl.
J

4.3 Borne supérieure et suites

Théoréme )

On suppose A non vide et majorée. Soit M un majorant de A. Sont équivalentes :
i) M =supA

ii) 1l existe une suite (a,,) d’éléments de A telle que a, — M.
n—+oo

| J

Utiliser les suites pour montrer que M =sup A

* On montre que M majore A.

* On construit une suite (a,,) d’éléments de A telle que a, = M.
n—+oo

~———

5 Approximations d’un nombre réel
5.1

Approximation décimale

Définition

Soitxe RetneIN 107
* L'approximation décimale de x a 107" pres par défaut est le décimal : y, = : 10nxJ

* L'approximation décimale de x a 107" preés par exceés est le décimal : z,, = v, + 107

Théoréme

Soit x € IR. Pour tout n € IN :
*Yn=x<2zy

czn_ynzl—on -OSzn—xslon s

» Conséquence. Les suites (V,),enN €t (2,)nen convergent vers x.
* Remarque. Les suites (1,,),enN €t (2,)nen sont adjacentes

5.2 Approximation par des rationnels

Théoréme

1. Tout nombre réel est limite d’une suite de rationnels.
2. Tout intervalle ouvert non vide possede un rationnel i.e. :
pour tous a,b € Rtelsquea<b: QnNJa,b[=2.

r

Théoréme

Tout nombre réel est limite d’une suite d’irrationnels.
\

Théoréme

Soit A € Z(R). Il y a équivalence entre :

1. Tout réel est limite d’une suite d’éléments de A.

2. Tout intervalle ouvert non vide possede un élément de A.
On dit alors que A est dense dans R.

.
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