Fonctions de deux variables

Chapitre 37



[l Fonction continue a deux variables

I Fonction continue 3 deux variables
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1 Ouverts de R?

Cadre
= Pour tout u = (x,y) € R?: |u|| = /x2 + y2

Ouverts de R?

= Boule ouverte de centre p € R? et de rayon r :
B(p,r)={ueR? | u—p|<r}

= Ouvert de R?. Partie U de R? telle que pour tout p € U, il existe
r>0telque: B(p,r)cCU.
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2 Continuité d’une fonction de deux variables

f est dite continue sur U
Cadre si elle I'est en tout point de U.

» U est un ouvert de R? = f:\U — R est une fonction

Définition 1

Soit p € U. La fonction f est continue en p si :
Ve>0, dJa>0|VYue B(p,a)nU, |f(u) —f(p)| <e

[« f(u) 7= F(p) J

Exemple 2

Montrer que f : (x,y) > x et g : (x,y) — y sont continues sur R?.
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2 Continuité d’une fonction de deux variables
Composition 1 Composition 2

| — U — R
SF1: Jn7/t/ifier la

t B (u(e), v(1) > £ (u(), (1))
1. Opérations sur les fonctions continues
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2 Continuité d’une fonction de deux variables
Composition 1 Composition 2
u — / — R | — U — R

(x,) D Flx,y) S o(Fx ) || 68 (u(t), v(2) 5 F(u(t), V(1))

SF1: Jn7/t/ifier la

1. Opérations sur les fonctions continues

inuité d’une fonction sur un ouvert U

2. Continuité des fonctions polynomiales

Exemple 3
In(x? + y? + 1)

Justifier la continuité sur R? de f : (x,y) —
ex + y2
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0 si (x,y) = (0,0)
est continue sur R2.
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2 Continuité d’une fonction de deux variables

Fonction de
limite nulle

Al

SF 2 : continuité en un point p a probleme

On cherche une majoration de la forme :  |f(u) — f(p)| < e(r)

Exemple 4

Xy2

Montrer que f : (x,y) — { x2 + y2 si (x,y) #(0,0)
0 si (x,y) = (0,0)
est continue sur R2.



2 Continuité d’une fonction de deux variables

SF 3 : montrer que f n’est pas continue en un point

On peut chercher deux fonctions u et v telles que :
wu(t)— a et v(t)— b
t—0 t—0

=t f(u(t),v(t)) n'est pas continue en 0.

Exemple 5 : G
Xy _
————~ si(x,y)# (0,0
Montrer que f : (x,y) — { X* +y? boy)#(0.0)
0 si (x,y) = (0,0)
n'est pas continue en (0,0).


https://www.desmos.com/3d/nkhzt02w33
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I Dériver une fonction de deux variables
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1 Dérivées partielles

= f: U — R est une fonction = (a, b) est un point de U.

Définition 1

Lorsqu'elles existent et sont finies :

g(% b) — lim [EHEb)=fab) o g(a.b _ Jim fab+t)=f(ab)

Ox déf. t—0 t dy déf. t—0

{et fi(a) = %(a, b)]

f'
L'existenc%e g(a, b) équivaut a : la dérivabilité en a de la
X

fonction f; : x — f(x,b)

“* Attention 4
L'existence de dérivées partielles ne garantit pas la continuité de f



1 Dérivées partielles

Cadre
= f: U — R est une fonction = (a, b) est un point de U.

Définition 1

Lorsqu'elles existent et sont finies :

g(a’ b) = fim [Ettb)-fab) o g(% b) — lim fab0-f(ab)
Ox déf. t—0 £ dy déf. t—0 t
Exemple 1 : Calculer les dérivées partielles

a) fi(x,y)— x3y+eY +x



1 Dérivées partielles

Cadre
= f: U — R est une fonction = (a, b) est un point de U.

Définition 1

Lorsqu'elles existent et sont finies :

Of (2 b) — |im fa+tb)=f(ab) of _ o fabte)—f(ah)
7r(00) 5 I M e TGa) i festen

Exemple 1 : Calculer les dérivées partielles

2
b) g: (x,y) = {X2+y2
0
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1 Dérivées partielles

. f e .
f est de classe € sur U si : — et — sont définies et continues

" Ox Oy

sur U



1 Dérivées partielles

Définition 2

. f e .
f est de classe € sur U si : — et — sont définies et continues

ox Oy
sur U

VX2 +y2+1

E le2:f: >
xemple (x,¥) Y

Montrer que f est de classe € sur R?.



1 Dérivées partielles

Définition 2

f . .
f est de classe € sur U si : — et — sont définies et continues
ox Oy
sur U
Exemple 3

Soit f € €*(R?,R) telle que :
f
V(x,y) € R?, gy(x,y) =0
Que peut-on dire de 7



2 Problémes d’extremums

Théoréme 1 : Condition nécessaire d’extremum local

Si f est de classe € sur U et admet un extremum local en

p = (a,b), alors :

11
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2 Problémes d’extremums

point critique de f

me 1 : Condition nécessaire d’extremum local

Si f/ést de classe €' sur U et admet un extremum local en
5F 5F
p = (a,b), alors : gx(a, b) = gy(a, b)=0

Exercice 1

Démontrer ce théoréme
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2 Problémes d’extremums

Théoréme 1 : Condition nécessaire d’extremum local

Si f est de classe € sur U et admet un extremum local en
5F 5F
p = (a,b), alors : g—x(a, b) = gy(a, b)=0

SF 7 : Déterminer les extremums locaux de f sur un ouvert U

Exemple 4 : Etudier les extremums de f

a) f:(x,y)— x?—3x+xy+y?

11
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2 Problémes d’extremums

Théoréme 1 : Condition nécessaire d’extremum local

Si f est de classe € sur U et admet un extremum local en
5F 5F
p = (a,b), alors : g—x(a, b) = gy(a, b)=0
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3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre
= f est de classe € sur U = (a, b) est un point de U.

f admet en (a, b) le développement limité a I'ordre 1 :

12
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3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre
= f est de classe € sur U = (a, b) est un point de U.

f admet en (a, b) le développement limité a I'ordre 1 :

of of
f(a+h, b+k) H(h,k_)uaof(a’ b) + a(a, b)h + @(a, b)k + o(||(h, K)II)

12
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3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre

= f est de classe € sur U = (a, b) est un point de U.
On approche f
au voisinage de (a, b)
f admetw b) le développement limité a l'ordre 1 :
of

of
flath,b+k) *= f(a,b)+ o-(a b)h+ --(a,b)k + o(||(h, k
S )mew (2,6) + 35 (2.6) (9y( ) (1Ch, K)II)

12
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3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre

= f est de classe €1 sur U = (a, b) est un point de U.

On approche f (h, k) — L(h, k)

au voisinage de (a, b) linéaire en (h, k)

f admetw b) le développement Ne alordre 1 :
f f

0 0
g = ~—(a,b)h + ——(a, b)k h, k
flath btk) M= fla:b)+ SRR + o (| (4 )

Vocabulaire. Plan tangent a 7 en (a, b)

plan d'équation :  z = f(a, b) + gf(a, b)(x —a) + g;(aa b)(y — b)

X

12


https://www.desmos.com/3d/nlvl0uolxi

3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre
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)f

0 of
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« petit »
terme correctif
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Y

X
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3 Développement limité a I'ordre 1

Cadre

= f est de classe €1 sur U = (a, b) est un point de U.
On approche f (h, k) — L(h, k)
au voisinage de (a, b) linéaire en (h, k)

f admetw b) le développement Ne alordre 1 :
)f

0 of
g = ~—(a,b)h + ——(a, b)k h, k
e bty = e B S Bl < Znden B kel @, )

« petit »
terme correctif

Vocabulaire. Plan tangent a 7 en (a, b)

plan d'équation :  z = f(a, b) + gf(a, b)(x —a) + g;(av b)(y — b)

dx
Exemple 5 : f : (x,y) — Arctan(x + 2y) G

Trouver une équation du plan tangent a 7 en (0,0)

12
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3 Développement limité a I'ordre 1

Le gradient de f en (a, b) est le vecteur :
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3 Développement limité a I'ordre 1

Le gradient de f en (a, b) est le vecteur :

Vf(a,b) = (%(a, b), g;(a, b))

f(a+h, b+k)=f(a,b)+ gi(a, b)h + g;(a, b)k +o(]|(h, k)H)]

Y

Réécriture du développement limité

flat h,b+k) = f(ab)+
lI(h,k) |0

13



3 Développement limité a I'ordre 1

Le gradient de f en (a, b) est le vecteur :

Vf(a,b) = (%(a, b), g;(a, b))

f(a+h, b+k)=f(a,b)+ gi(a, b)h + g;(a, b)k +o(]|(h, k)H)]

Y

Réécriture du développement limité

f(a+ h, b+ k) ||(h.leﬂO f(a, b)+(Vf(a,b)| (hk))+o(|(hk)I)

13



Il Dérivation des fonctions
composées

I Dérivation des fonctions composées
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1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoreme 1 : Regle de la chaine

F:tw— f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :
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1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoreme 1 : Regle de la chaine

F:tw— f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

Fi(t) = X(t)

115)



1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoreme 1 : Regle de la chaine
F:tw— f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

FI(£) = X (8) o (x(8), (1)

115)



1 Composition avec une fonction d’une variable

F(£) = x'(0) 5 ({8, Y (£) 4 ()5, (<(2). (1)
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1 Composition avec une fonction d’une variable

F:tw— f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

F(£) = x'(0) 5 ({8, Y (£) 4 ()5, (<(2). (1)

Exemple 1 : f € €*(R? R)

Montrer que F : t + f(t2,sin2t) est de classe € sur R et calculer
F
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1 Composition avec une fonction d’une variable

F:tw— f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

F(£) = x'(0) 5 ({8, Y (£) 4 ()5, (<(2). (1)

Exemple 2 : u € €*(R? R) vérifie I'équation de transport

Ou du
2 —_ _ =
V(x,t) € R, 5 (x,t)+ o (x,t)=0.

Soit x € R. Montrer que pour tout t € R:  u(x + ct, t) = u(x,0).

115)



1 Composition avec une fonction d’une variable

F(£) = x'(0) 5 ({8, Y (£) 4 ()5, (<(2). (1)

Exercice 1

Démontrer la regle de la chaine.

115)



1 Composition avec une fonction d’une variable

Vm—%mgwmmwwmgumwm]

Exercice 1

Démontrer la regle de la chaine.

N\

(F(x(0) + ,y(1) + v) = F(x(2), (1)) + udsf +vOyF +o[(, V)]

115)



1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoréme 2 : Regle de la chaine

F:t s f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

[F’(r) = X(£) o (x(), (1) +y’(t)§;<x(r),y<r)>]

Expression a I'aide du gradient @D
Si I'on pose v(t) = (x(t),y(t)) pour tout t € /, alors F = f oy et

la formule s'écrit : [(f o) (t) =

16
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1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoréme 2 : Regle de la chaine

F:t s f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

[F’(r) = X(£) o (x(), (1) +y’(t)§;<x(r),y<r)>]

Expression a I'aide du gradient @D
Si I'on pose v(t) = (x(t),y(t)) pour tout t € /, alors F = f oy et
la formule s'écrit : [(f o) (t) = (VF(1(1)) | (1))

16
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1 Composition avec une fonction d’une variable

Théoreme 2 : Regle de la chaine

F:t s f(x(t),y(t)) est de classe € sur I et pour tout t € / :

[F’(r) — (£ ({0, (8)) + ¥ ()5 (x(), ¥(2)

Expression a I'aide du gradient @D
Si I'on pose v(t) = (x(t),y(t)) pour tout t € /, alors F = f oy et

ﬁmmmj [(F o)) = (FF (1) 1/ (1))
ligne de niveau de f

Exercice 2 : ¢ ={(x,y) e U | f(x,y) =k}  Clfigie

On suppose que v est a valeurs dans %%. Montrer :

Veel, Vf(y(t)) L+(t)

16
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2 Dérivée selon un vecteur

Cadre
» p=(a,b) € U. = v=(hk)estun vecteur de R?

17
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2 Dérivée selon un vecteur

Cadre
» p=(a,b) € U. = v=(hk)estun vecteur de R?

Théoréme 3 : O Figure

oy o t— f(p+ tv) est dérivable en 0 et

¢, (0) = h%(a, b) + kg;(a./ b) = (Vf(a,b) | v)
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2 Dérivée selon un vecteur

dérivée de f selon le vecteur v
notée D, f(p)

» p=(a, k)€ U. = v=_(hk)estun vecteur de R?

» Figure

Théoréeme J} :

b + tv) est dérivable en 0 et

¢, (0) = h%(a, b) + kg;(a./ b) = (Vf(a,b) | v)

oyt f(

17
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2 Dérivée selon un vecteur

dérivée de f selon le vecteur v
notée D, f(p)

» p=(a, k)€ U. = v=_(hk)estun vecteur de R?

» Figure

Théoréeme J} :

oy t— f(p+ tv) est dérivable en 0 et
2(0) = h28 (o b) + k2 (a, b) = (VF(a, b) | v)
v ox "’ dy "’ /

Exercice 3

Démontrer le théoréeme a I'aide de la regle de la chaine.
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2 Dérivée selon un vecteur

dérivée de f selon le vecteur v
notée D, f(p)

» p=(a, k)€ U. = v=_(hk)estun vecteur de R?

» Figure

Théoréeme J} :

oy t— f(p+ tv) est dérivable en 0 et
2(0) = h28 (o b) + k2 (a, b) = (VF(a, b) | v)
v ox "’ dy "’ /

Exercice 4 : Gradient et direction de plus forte pente @Fi&ie

On fixe p = (a, b) € U. Déterminer :  max{D,f(p); ||v| =1}.

17
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3 Composition avec une fonction de deux variables

v X4 U — R
(u,v) — (x(u, v),y(u,v))
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3 Composition avec une fonction de deux variables

v X4 U — R
(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

2 )=
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

OF of ox of
a(u, V) = &(x(u,v),y(u,v»a(u, V) -+ Oiy

0
(x(u,v),y(u,v)) G—Z(u, V)
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

oF . of Bx of By
a(u, V) = I (x(u,v),y(u,v)) a(u, V) aF Oiy (x(u,v),y(u,v)) a(u, V)
OF

E(ua V)
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

OF _of Ox of Ay
a(ua v) = Ox (x(u).y(u,v)) a(ua v) + 07 (x(uv)y(u,v)) a(ua v)
OF _of Ox orf oy
a(U, V)= Ox (x(uv)y(u,v)) (9v(u’ v) + @(X(U’V)J(u’v))a(u’ v)
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

OF —of Ox of Dy
a(ua v) = Ox (x(u).y(u,v)) a(ua v) + 07 (x(uv)y(u,v)) a(ua v)
OF of Ox of dy
5(% V)= e (x(uv).y(u,v)) E(“’ v) + 9y (x(uv)y(u,) av(”’ v)

En résumé :
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3 Composition avec une fonction de deux variables

F
v X U LN R

(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) — f(x(u,v),y(u,v))

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur [ et pour tout (u,v) € V :

OF —of Ox of Dy
a(ua v) = Ox (x(u).y(u,v)) a(ua v) + aiy (x(uv)y(u,v)) a(ua v)
OF of Ox of dy
5(% V)= e (x(uv).y(u,v)) E(“’ v) + 9y (x(uv)y(u,) av(”’ v)

En résumé :
(OF _ofox ofoy — ~ OF _9fdx  Of dy
‘0u_(9x8u Oy Ou dv Ox0Ov Oy Oov
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3 Composition avec une fonction de deux variables

Théoreme 4 : Régle de la chaine

F est de classe € sur I et pour tout (u,v) € V :

oF,___ of e of By
%(u, V) = a(x(u,v),y(u,v))%(u, V) aF aﬁy(x(u,v),y(u,v))a(u, V)
OF, . of e of gy
m(u, V)— &(X(u,v),y(u,v))a(u, V) + @(x(mv),y(u,v))afv(u, V)
En résumé :

(OF _0fox _ of Oy OF _0fox _0Of Oy

- - 7 t - - 7
kau Ox du - Oy Ou © ov  0x0v - dy Ov

Exemple 3 : F(r,0) = f(rcosf,rsinf) pour tout (r,0) € R?

Calculer V£ (rcosf, rsinf) en fonction de é;l:(r, 0) et gg—(r,é)
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