MPSI 1

Devoir maison n° 21 — Etape 1

2025 — 2026

En route pour le niveau o :

Comment franchir I’étape 1 (Niveau e )
* Traitez l’exercice 1 ci-dessous et remettez moi votre copie.

* Sielle est correctement rédigée et proprement présentée, elle vous permettra d’atteindre le niveau o
* La date limite est le 11 juin?

Comment franchir I’étape 2 (Niveau 0 )
¢ Une fois I’étape 1 franchie b vous recevrez un lien vers I’énoncé d’un nouvel exercice.
* Sivous réussissez a traiter ce nouvel exercice, vous atteindrez le niveau o

a. Il faut rendre plus tot si vous envisagez de franchir 1’étape 2.
b. i.e. une fois que vous avez rendu l'exercice 1 et que celui-ci a été corrigé

Exercice 1
Partie |

Soit E un espace préhilbertien réel et uy,...,u, € E. Soient uy,...,u, € E.

On note D(uy,...,u,) le déterminant de la matrice de la matrice des produits scalaires : ((ui | u]-)) .
1<i,j<n
1. On souhaite montrer que D(uy,...,u,) > 0 avec égalité si et seulement si la famille (uy,...,u,) est liée.
a) Montrer le résultat dans le cas ou (uy,...,u,) est liée.
b) On suppose que (uy,...,u,) est libre et on considére une base orthonormée (ey,...,e,) de Vect(uy,...,u,).
On note A = Matg(uy,...,u,) la matrice de la famille (uy,...,u,) dans la base Z. Exprimer la matrice
M= ((ui | uj)) en fonction de A et de AT.  En déduire que D(uy,...,u,) > 0.
1<i,j<n
2. Soit F un sous-espace de E et (vy,...,v,) une base quelconque de F (pas supposée orthonormée).
Montrer que pour tout x € E : D(x,vl,...,vp) = d(x,F)2 X D(vl,...,vp).

Partie Il

Pour tous ay,...,a,,by,...,b, € Ctels que: a,-+b]- #0 pourtousi,je[l,n], onnote G,(ay,...,a,b1,...,by)

, . . 1
le déterminant de la matrice ( ) .
a; + b] 1<i,j<n

3. Soient ay,...,a,,by,...,b,€Ctelsque: a; +b]~ #0 pourtousi,je[1,n].
On suppose ay,...,a, distincts, ainsi que by,...,b,.
a) Justifier que R(X) =%, (a1,...,a,,b1,...,b,_1, X) est bien une fraction rationnelle.

(X=by)...(X=by)
(X+ap)...(X+a,)

c) En déduire une expression de €,(ay,...,d,,b1,...,b,) en fonction de €,,_1(ay,...,d,_1,b1,...,b,_1).

[T (a=an;-b:)

b) Montrer qu’il existe A e Ctel que: R(X)=A

1 1<i<j <n
4. Montrer que : det(—) = ! ,
i +bj |1 < icn ]_[ (a; +bj)
1<i,j <n

pour tous ay,...,d,,by,...,b, € C vérifiant :  a; + b]- #0 pourtousi,je[l,n]



