Familles sommables

Exercices

. 1
Notation. Pour tout a > 1, on pose: ((a)= —
ka
k=1
10
ok
m  Sommation par paquets
1 Soit r € [0, 1] et O € R. Justifier la sommabilité et
calculer la somme de (rI"le/?), .
11
2 Soit f : R} — IR}, bijective et strictement croissante. **
okokok 1 f_l( )
Montrer que Z— et Z 5— sont de méme nature.
f(n) n
Indication : considérer les ensembles I, ={k € N* | n< f(k)<n+1}. 12
Kokk
3
51, Soit ne N* et ay,.. ,aﬂ € IN* deux a deux distincts.
Montrer que : Zak > Zk
k=1
2. Soit ¢ une permutation de IN*.
L. on .
Montrer que la série Z 25 ) est divergente. 13
n?lnn
Jokok
Indication : considérer les ensembles I, = {k eIN* | 2"<k< 2”“}.
4 Soit a > 2 et (z,,) e Une suite de complexes non nuls

W tels que :
- 1
Montrer que la série Zﬁ

Indication : considérer les ensembles I, ={k € IN | n <|zx|<n+1}.

m  Sommes triangulaires

|zy—zm| =1, pour tous m,n € N distincts.

converge.

+00 +00
5 Calculer S = sz‘
% n=0k=n
+00 +00 1
6 Pour quels @ € R la somme ZZ— est elle réelle? ™
L n=1k=n
7 Soit (ar,),>1, positive, telle que Zan converge.

* +00

. a
Pour tout entier k > 1, on pose : U = kZ—”
nn+1)
n=k
Montrer que la série Zuk converge et calculer sa somme.

Soit (a,
Pour tout n > 1, on pose :

)n=1 € RN de limite nulle.
Ap=a,-

8

*k
Ant1-

On suppose que la série ZAnlnn converge absolument. *1

a
Montrer que Z—" converge et que :
n

+00 a +00

)= ) Dty
n

n=1 n=1

n
1
ou: H,= Z% pour tout n € IN*.

Soit (a,),>1, positive, telle que Z\/_an converge.

Z %
Montrer que la série Z’, [ = converge.

9
Aok

Pour tout n € IN*, on pose :

E

oS

(=2}

m Sommes «a p + g constant »

Soit a € R’.. Etudier la sommabilité de :
) (o) (G7ea)
(P+q)* Jpg=1 (P2 +q%)* Jpg=1
) @ ()
(P+9)* pg=1 P49 pg>1
Soit a,b € C.
aP b1
Justifier I’existence et calculer : Z _—
S pra)
On admet :
£ 1 yk-1
-1
¥xel]-1,1], In(l+x)= ( IZ xK
k=1

Justifier I’existence et calculer :

( 1)P+q
Z 2P39(p+gq+1)
1
—=20(3).
p;l pq*+pq

1. A l'aide d’'une sommation par paquets, montrer que :

Y e = -

p,qeIN* n=1

On souhaite établir :

pq? +p? fi
2. Alaide, du théoréme de Fubini, montrer que :

Z 1 Ny H.
pg*+p3q

2
n
p,qeIN* n=1

+00

puis conclure.

m Découpages a base d’arithmétique

Soit z € C tel que |z| < 1.
+00 on
z z
Mont : —_— =
ontrer que Zl I
n=0
2 4
On admet que: ((2)= T et C(4)= U
6 90
Calculer :
1 1 1
a)Slz 22 b)SZZ ) )53: 22
pﬂg’lpq MZZ'IPCI Pélpq
plg pAg=1
Pour tout n € IN* on note :
* d, est le nombre de diviseurs positifs de n.
e 5, est la somme des diviseurs positifs de #.
+00
) 2 d,
1. Montrer que pour tout a > 1: (C(a)) =)
n=1
+00 s
2. Montrer que pour tout a > 2: Ca)l(a—-1)= n_Z‘
n=1



Soit A :IN* — R vérfiant : ~1(24

pourtoutpePet: A(mn)
1. Justifier que la série Z/\(n)
1,1[. On note N(x) sa somme.

ZA(d)

17 A =1, Ap) =

*hk

X
— converge absolument
pour tout x € |-

2. Pour tout m € N*, on pose: o(m) =

d\m
+00
Montrer que pour tout x € |-1,1[:  N(x) = Za(m)x’”
m=1 25
+00
4 . 2
3. En déduire que pour tout x € ]-1,1[: N(x)= Zx”
n=1

18 Pour tout n € IN* on pose :
Kook
Aln) Inp sin=pF pour certains p € P et k € N*
n) =
0 sinon

1. Montrer que pour tout n € IN*:

ZA(d) =1Inn

din
o A(n Z1Inn
2. Montrer que pour tout a > 1: C(oz)Z a Z
n=1 26
e lnp _ 1 >k
3. En déduire : ZH;P_“ oot O(1). |
pE a>1 27
= Théoréme de Fubini T
Y
19 Justifier I’existence et calculer : Z (+). e
* pas2 1
20 Soit z € C. Etudier la sommabilité et, le cas
*#*.0 échéant, calculer la somme de :
P PP
o (5] 2] 2] 20 )k)
T /pgeN \ P9 [ pgeN p p,geN p p.geN | 29
ok

21 Soitze Ctel que: |z]< 1.
" 1. On considérant la famille (zp(zq‘l)) établir :
Pzl 30
+00 *
2::1._2 - 2::1._2
p=
+w +00
) pr+1
2. Etablir : PZ o Z1 et 31
+00 +00
. 1 (-1)"
Etablir : = .
22 abhir ;ch(2n+l) ;sh(2n+l)
+00
(_1)k—1 L
23 On admet: Vxe]-1,1], In(l+x)= X~
wax " ; k 32
Onpose: y= nl_lﬂo(;E —-In n) (constante d’Euler).

a) Montrer que :

+00
ZC(”)—l —1
n=2 n

b) Montrer que :

BEE toute liste (dy,...,

Soit a > 1 et (up)nez (Vn)nez € RZ, positives.

= A(m)A(n) pour tous m, n € IN*. ¥** Pour tout A >0, on pose :

Ay={neZ | u,> A}
1
|B,| < 1 E uply, (n).

neZ
Montrer que si Zu,‘qx < 400 alors Zv,‘f < 400.
nezZ

et By={neZ| v,>A}

et on suppose que :

Soit n € IN*. On appelle partition multiplicative de n
d,) d’entiers tels que 1 < d; <--- <d, pour
laquelle d; ...d, = n. Pour tout n € IN*, on note u, le nombre
de partitions multiplicatives de n.

1. Montrer que pour tout s >1:

Uy 1
ay,...,a, €N
202393 .nYn=n
2. En déduire que pour tout s>1: u, =O(n’).

m Avec des décompositions en éléments simples

1
Montrer que : Z 5 5 =C(2).
(o PP +aT+1)
1
Montrer que : —_— =
M;w palp+q+1)
Soitze C\{Z7}.
+00 +oo
1 (=1)"
M : = .
ontrer que Zz(z+1)...(z+n) eZn!(z+n)
n=0 n=0
m Produit de Cauchy
n 6k
Pour tout n €N, on pose: w,=— R
k=0

Montrer que la série E w,, converge et calculer sa somme.

Soient a,b € C distincts tels que: |a|<1 et |b|<]1.
> n+l n+1
a™t —b 1
Etablir : = .
abt ; a—b 1—(a+b)+ab
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que la série
+
Z(” ) p)z” converge absolument pour tout p € N et que :
i(ﬂ + p) 1
— )+l
=\ p S (1-2)p
On suppose ) a,absolument convergente et » b, conver-
Yo e Y,

gente. Pour tout n€ N on pose: ¢, = Zakbn_k. Montrer

k=0
+00 +00 +00
que ch est Convergente et que : ZC,,, = (Zﬂn)(an)
n=0 n=0 n=0



