Espaces Préhilbertiens

® Produit scalaire 1'1
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Montrer que la relation (f | g) = J_lf(t)g(t)(l —t2)dt

définit un produit scalaire sur ¥([-1,1], R)

m Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit f € c5([0,1],JR+). Pour tout n € N, on pose
1

*k

I, :j t"f(t)dt. Montrer: Vn,peNN, I,fﬂ, < Ihnlap
0

n
/ n
Montrer que pour tout n € N, kZ (k) <27(n+1). *1?
=0

12

Exercices

Soit E un espace euclidien et ey, 6p €E vérifiant,
(6[ | €]) <0.

p p
xpepety = Z Ikl ex
k=1

pour tous 7,j € [1,p] tels que i #j :

,Xp € R.On pose x = Z

91l < llxll- k=1

2. Montrer que (ey,...,e,_1) est libre.
Que peut-on en déduire sur la dimension de E?

1. Soient xq, ...
Montrer que :

Montrer que deux vecteurs u et v d’un espace préhil-
bertien E sont orthogonaux ssi: VteR, |lu]l < |lu+tv].

Soit A une partie d’un espace euclidien E.

On pose : ={(x|y), x, v € A}. Montrer que A est fini si
t 1 t si B l’est.
Soit f : [a,b] — R de classe €. € serfement st B hes
b)? — 2 b b =  Endomorphismes et produits scalaires
Montrer: 10 =f@° \/j F(1)?dt J F(1)?dt
2 a a 14 Soient E un espace euclidien muni d’une base ortho-
¥ normée B = (ey,...,e,) et f € L(E).Onpose: A=Matgf.
Soit f : [0,1] — R de classe € telle que f(0 Montrer I’équivalence entre :
i) Yx,v€E, X =(x ii) A est symétrique
Montrer Jf 241 < Jf 2 4s. Y (f(x)p)=(x]f(v)) ymétriq
Soit A, B € ./, (R), symétriques et k € N*. *1*5 Soient E un espace euclidien de dimension n € IN

Montrer que : tr((AB)Zk) < tr((AQBz)Zkf1 )

m Calculs avec les produits scalaires 1

et B et B’ deux bases orthonormées de E. On note A la
matrice de passage de % a #’. Montrer que: A~! = AT

6 Soit E un espace euclidien et f € Z(E) tel que :
Soit E un espace préhilbertien x € E et ey,...,e, € | Vx,p€E, (x|y)=0 = (f(x)|f(y)):
3 1. Soient (ey,...,e,) une base orthonormée de E.
E, non nuls. On pose s; = Z{Kek | e;)| pour tout k € [0, n]. Montrer:  Vie[l,nl, f(ell=lIf (el
. n , o 2. En déduire qu'il existe une constante ¢ € R, telle que
1. Soit Ay,..., A, € R. Montrer : ”Z/\kek“ < Z/\,%sk pour toutx € E: ||f(x)]|=clx]l.
k=1 k=1
Indication : Appliquer I'inégalité de Cauchy Schwarz dans R” . (17 Soit E un espace euclidien et f : E — E telle que :
2.a) En déduire que pour tous Ay,..., A, €R: - f0p)=0p et Vx,peE, |[f(x)-f)l=Ilx-pl
n n 1/2 1. Montrer que f conserve le produit scalaire i.e. :
Y Al e < ||x||[D,zsk] VoyeE (0] f)=(x]2)
=1 =1 2.a) Soient x,y € E et A,y € R. On pose
" " ele o= fAx+ ) = Af(x) ~ uf (v)
b) En déduire : ZT < lx|l Montrer que pour toutze E: (0] f(z)) =

k=1
Soit E un espace préhilbertien et ey,...,e, € E, uni-
taires. Soient X1,..., X, des variables aléatoires définies sur |1

définie pour tout k € [[1,n]] par: P(X; = 1)
n

2

ECE
i=1

Soit E un espace préhilbertien et ey, ...

=P(Xy=-1)=1.

On pose : Montrer que: E(N)=n.

, e, des vecteurs
n
unitaires de E vérifiant: VYxe€E, |x]?= ng | ek)2
k=1
,¢e,) est orthonormée.

*

1. Montrer que (ey,...

2. Montrer que (ey,...,e,) est une base de E. Attention au
départ rien n’indique que n est la dimension de E.

Soit n > 2. Soit E un espace euclidien de dimension
netey,..., e, des vecteurs unitaires de E. On suppose que %
pour tous i,j € [1,n] tels que i = : lle; —e;ll = 1.

1
a) Montrer que (el- | e]-) = 5 pour tous i,j € [[1,n] distincts

8

un méme espace probabilisé¢, indépendantes et de méme loi *** endomorphisme de E tel que tr(f) =

20! Ex. 77, banque INP

b) En déduire que f est linéaire.

Soit E un espace euclidien de dimension # et f un
0.
1. Montrer qu’il existe x € E non nul tel que (f(x)|x) =

2.

0.
En déduire qu’il existe une base orthonormée de E dans
laquelle la matrice de f a tous ses éléments diagonaux
nuls. Indication : Procéder par récurrence sur n.

9 Soit E un espace euclidien et f € Z(E) tel que
VxeE, (f(x)|x)=0
1. Etablir: Vx,v€E, (f(x)|y)=-(x|f())
2. Montrer que Im f = (Ker f)*+

m Orthogonal d’'un sous-espace

Soient F et G deux sous-espaces
vectoriel d’un espace euclidien E.

a) Montrer que: (F+)+ =F.

(F+G)t =FtnG.

(FNG)t =FL+G*.

b) Démontrer :

b) Montrer que (ey,...,e,) est une base de E.

c) En déduire que:
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P/(1)Q'(t)(1 - t)dt

Pour tous P, Q € R,[X], on pose
(P1Q)=P0)Q0)+ |

0
1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur R,[X].
2. Déterminer une base de R;[X]+.

3. Déterminer une base orthogonale de R,[X] pour ce pro-(gq
duit scalaire. Comment obtenir une base orthonormale ? #**

Soit n € IN. On pose Ay = (X? - 1)k et B, = A;(k)
P(+)Q(t)dt
définit un produit scalaire sur R,[X].

pour tout k € IN 1
1. Démontrer que la relation : (P1Q)= J
-1
2. Soit k€ IN. | , 32
a) Montrer: Vie[0,k-1], AV(-1)=a"(1)=0

1
b) Etablir: VQ e R,[X], (P | Q) = (—1)kf Ar(H) QW (1) dt.
-1
3. Montrer que (P,,..., P,) est orthogonale.

4. Déterminer une base orthonormée de R,,[X]. Mk

Ex. 81.1, banque INP
scalaire (A,B) > tr(ATB)on pose: F= {(“ _ab) ,a,be IR}.

Dans .#,(IR) muni du produit

b
Déterminer une base de F+.

Ex. 92.2, banque INP

scalaire canonique.

1. Montrer que les sous-espaces .#, (matrices symétriques)
et o7, (matrices antisymétriques) sont suppléméntaires.

. Montrer que &, = (Yn)l.

. Soit A € #,(R). On pose As = %(A+AT).
lA =Sl > [IA = Aql-

On munit .#,(R) du produit

N
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Montrer que pour toute S € .7 :
On munit E = €2([0,1],R) du produit scalaire défini
1
par la relation : (flg) :J (f(t)g(t) +f’(t)g’(t))dt.
0

Onpose: F={feE | f"=f}
Démontrer que: Ft={f€E | f(0)=f(1)=

al

3
*k
o}.

On pose E = ‘6([0, 1],112) et on munit E du produit scalaire
1

| rmgtoa
On pose H={f €E | f(0)=0}. Montrer que H+ ={0}.

m  Orthonormalisation de Schmidt

On munit R,[X] du produit scalaire défini par la relation

(P1Q)=P(0)Q(0)+P(1)Q(1) + P(2)Q(2)
Avec l’algorithme de Schmidt, orthonormaliser la base ca-
nonique (1, X, X?).

m Projection orthogonale

Dans R?® muni de sa structure euclidienne cano-

défini par la relation: (f|g)=
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nique, on pose: F = {(x,y,z) eR3 | x+7v —z:O}.
Déterminer la matrice de pr dans la base canonique.

39

Ex. 80, banque INP On munit ‘K([O, 2n],R) du produit

(flg)=j2n

scalaire défini par la relation :

fB)g(t)dt

0
On note F le sous-espace engendré par les deux fonctions
fi 1 x> cosx et fp 1 x> cos(2x).
Déterminer le projeté orthogonal sur F de u : x +> sin®(x).

Y
o

Ex. 81.2, banque INP
laire (A,B) > tr(ATB) eton pose: F = {(Z _ab), abe IR}.

On munit .#,(IR) du produit sca-

1 1

1
] 1)surF .

Trouver le projeté orthogonal de | = (
Soient E un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de
E et pr le projecteur orthogonal sur F.

1. Montrer que pour tout x€ E:  |[[pp(x)|| < [|x]|.
F={xeE | llpr()ll = llxIl}.

(pe(x) [ v) = (x| pr(v))

2. Montrer que :
3. Montrer que pour tous X,y € E,

Soit E un espace euclidien de dimension n muni
d’une base orthonormée (e, ...,e,) et F un sous-espace vec-
n

toriel de E de dimension k. Montrer que Z llpe(ei) || = k.

i=1

Soit E un espace euclidien et f € Z(E).
On suppose que pour tout x€ E:  [|f(x)]| < |lx]-
n

1
n+1kak’

-0
On pose enfin: F=Ker(f —-1dg) et G=Im(f-I1dg).

1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

Pour tout n €N, on pose: g, =

2. On note p le projecteur sur F et parallélement a G.
Montrer que pour tout x € E:  ||g,(x) —p(x)|| = 0.
n—-+oo

3. Montrer que G = F+.

m Distance a un sous-espace

On munit .#,(R) du
produit scalaire (A, B) = tr(ATB) et on pose : A = (—11 (2))

Ex. 82, banque INP

Calculer la distance de A au sous-espace vectoriel F des
matrices triangulaires supérieures.

On munit .#3(R) du produit scalaire canonique
1 2 3

et on pose : M= (O 1 2] . Calculer la distance de M
1 2 3

au sous-espace vectoriel . des matrices symétriques.

On munit R,[X] du produit scalaire

(P, Q)+ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2)
Calculer la distance de X2 a R, [X].

En introduisant un produit scalaire judicieux

sur R,[X], trouver les réels a,b qui rendent minimale la
n

> (k2 —ak-b)"

k=0 u
On pourra librement utiliser la formule : Zk3 = (
k=0

somme :

S(a,b) =
n(n+1))2
— -

Trouver les réels a,b qui minimisent l'intégrale

21 P
I(a,b):j (t—asint—bcost) dt
0

Indication : Interpréter I(a,b) comme une distance sur €([0, 27c], R).

On munit ., (R) du produit scalaire canonique et

¥ on pose H ={M € #,(R) | tr(M) = 0}. Calculer la distance

a H de la matrice ] dont tous les coefficients valent 1

On munit .#,(R) du produit scalaire canonique.
Soit A € 4, (R). Montrer que ||[A— AL, || est minimale pour
trA trA)?
A= 22 et que ce minimum vaut : [JA|1? - u
n n



