o

N

m Calculer des sommes

Justifier la convergence et calculer la somme de la
série de terme général u,, :

3.5 (1 +0)" _sinn
V=D S 9=
1 6n+4
d) un:nz—_ e) Mn:h'l(l—ﬁ) f) Mn:m
2n 2
n<2 n“+n-1
g) un:T h) ”nZT
Montrer que la série Z ! converge
d (n+ 1)(2n+ 1)2m1 8

et calculer sa somme.

1. Déterminer en fonction de 4,b € R la nature de

Z(lnn+aln(n+ 1)+ bln(n+ 2))

2. Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

m Utilisation des criteres de comparaison

Etudier la nature des séries de terme général u,, :

n’+1nn L
a) Uy = W b) Mn:SID(Z n)
Arctan(n’) n+n+l
O =" D u=in(m)
1 1
e) un:nn f) M,ZZW
\n chn
9) un:(1+n) h) unzcth
. . . 1
i) u,=sinn 0 u,=—
Inn
1 1\-n
k =— | =(2+—
)=y D w=(240)
Etudier la nature des séries de terme général u,, :
1+(-1)"n 1.1
a) Up = —— 35— b) unzln(1+z)—ﬁ
i 3
¢) u, = cosn 2smn d) uy=1+>
n n
1 \n?
— 1 —
e) upy=+n+y3-n f) un_(1+F) -1

Etudier la nature des séries :

a) Z g b) Zlnn
O T @ Tl

e’ZW Y (o) e Y

Etudier la nature des séries de terme général u,, :
a) u, =2In(n’+3)-3In(n’+2)

n!
b) Uy, = I’Z_

n

c) un:e—(1+%)n
dt

3
1+12

d) u,= sin(sh %) - sh(sin %)

2n
e) u, :f
n

Déterminer en fonction de a > 0 la nature de :

a) Z(ln(l + %) - asin(%)) b) Zcos(Arctann + nl—a)

12
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Exercices

Pour tout n €N, on pose: R, = o
1 k=n+1
1. Etablir: R, ~———.
(n+1)!

2. En déduire que la série Zsin(Znen!) est divergente.

m Utilisation d’une série auxiliaire

1. Déterminer la nature de :

Zsin(n(Z—\/g)”).
ny (2 _ \/g)n

Zsin(rc(2+\/§)”).

Soit a € R. Pour tout n € IN*, on pose :
n(n+1)
(=1)">
nD{
1. Déterminer la nature de Zun lorsque a <0 ou a > 1.

2.a) Montrer que pour tout n € N, (2 + V3) est

un entier pair.

b) En déduire la nature de :

U, = et Vy =Upy_1 +Upy

2. On suppose que a € ]0,1].
a) Montrer que Zvn converge.

b) En déduire que Zun converge.

m Des DL pour « découper » une série alternée

Etudier la convergence absolue et la convergence
des séries de terme général u,, :

a) un:ln(l+#) b) un:(—l)”\/ﬁtan(%)
c) u,= —3(_1)14 d) u, = sin(nm)
n4 +cosn

e) u,= V”+(_1)n_‘/ﬁ
Soit a € R;. Etudier la convergence absolue et la

convergence de : a) Z nsh( ) b) Zm“(-:—gll)"

1. Soit p € IN* fixé. Etudier la nature de :

b) Z (=1)"

(In )P

a)) (Inn)P

2. Etudier la convergence absolue et la convergence de la

o (=1)"
série : Z—ln(n)+(—1)”

m Autour du lien suite-série

L'objectif est d’établir la formule de Stirling.

1. Pour tout n € IN*, on pose : =Inn!- (n+ 2)1nn+n.

a) Montrer que la suite (0,),> est convergente.
b) En déduire l'existence d’une constante C telle que

nlo~ C(f)”«/z
X—>+00 e

V2r. On pourra utiliser I'équivalent
/2

cos” tdt.

2. Montrer que C =

N

W,, ~ —— ou pour toutneIN, W, =
2n 2\/% p n J;
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Soit u € RN strictement positive telle que la série
n
Zun diverge. Pour tout n € IN, on pose S, = Zuk.
k=0
1. Montrer que Zln ;;1 diverge.
2. En déduire que Zg—: diverge.
. . n X
Soit x € R}. On pose :  u, = Fﬂln(l + E)
pour tout n € IN*. k=1
1
1. Prouver que: Inu,, —1Inu,= 4 + O(—2
n n

pour un certain a > 0 a déterminer en fonction de x.

1
. Montrer que Zln Upe1 —Inu, + aln(l + —) converge
n

. En déduire que: u,~—  pour une constante C >0,

puis déterminer en fonction de x la nature de Zun.
= Théoreme des séries alternées

nrTe L :
sint
e[,
0 t

Pour tout entier naturel # on pose :
1. Justifier que (I,),en est bien définie.
n—1

nr s t s : t
2. Etablir: VneN, f s = Z(—nkj ST gy
g o km+t
k=0
3. En déduire que la suite (I,,) converge et que lim I, >0.
n—+oo
+00 (_1)k
Pour tout n €N, on pose: R, = —_—
1 k=n+1
1. Montrer que R, + R4 T O(ﬁ)
2. Déterminer un équivalent de R,,.

n
Pour tout n € IN, on pose: b, = Z(—l)k\/%.
k=0
1. Montrer que (b, + b,,,1) converge vers une limite ¢ < 0.

1

2. Etudier la nature de la série ZE

Soit f € ¥'(R,,R), décroissante, vérifiant f (x) = 0.
Pour tout x > 0, on pose g(x) = +io’(—l)”f(nx).

n=0

Montrer que g est bien définie et que g(x) e @

Pour tout a > 1, on pose C(a) = +Oonia.

1 n=1

Montrer que : C(a) iy

+00

) - >
n? +a? a—+eo 2

Montrer que :

Soit @ > 1 et u € RN strictement positive telle que la
n

série Zun diverge. Pour tout n € N, on pose S,, = Zuk.

o u =
Montrer que la série ZS—Z converge. k=0
n

Montrer que la série E converge puis

+00 1 1
ques ) k(nnl)2 Inn’
k=n+1

n(lnn)?

*
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Pour tout n € IN*, on pose: R,

Trouver un équivalent de R,,. k=n+1

Soit f : R, — C de classe ¥'. On suppose qu'il existe
n

M € R, tel que pour tout n € N : J |f’(t)|dt <M.
0

n+1
1. Montrer que la série Zf (n+1—1)f'(t)dt converge
n
2. En déduire que la série Zf(n) converge si et seulement

n
si la suite t)dt converge.
0 nelN &

m Plus abstraits

cf. Ex. 39, banque INP On note E ’ensemble des suites

u € RN pour lesquelles la série Zu% converge.
2|ab| < a* + b>.

Soit u,v € E. Montrer que la série Zunvn.

1. Montrer que pour tous réelsaet b :
2.

3. En déduire que E est un sous-espace vectoriel de l’en-

semble RN des suites réelles.

Soit (u,)pen € RN, strictement positive telle que
- u
Zun converge. Montrer que les séries Zu,% et Z L

1-u,
convergent.

Soit u € RN telle que Zun et Zu% convergent.

o u
Montrer que la série Z 7 +”

converge.
uﬂ

Ex. 6, banque INP. Soit (uy,),en € RN strictement posi-

u
_lktl N g <1
U, n—o+too

1.a) Démontrer qu'il existe g € ]0,1[ et ny € N tels que :
VYn>ng, Uy <quy,
b) En déduire : Vn>ng, U, <q""0 Uy,
c) En déduire que la série de terme général u, converge.

tive telle que :

n!
2. Application. Quelle est la nature de la série Zﬁ?

Soit (u,)pen € RN, décroissante, telle que Zun converge.
2n

1. a) Etudier nl_l)rpoo Z m

k=n+1

b) En déduire : nu,, — 0
n—+00

P 1
2. En déduire que u, = 0(—).
n
Soit () ey (Vn)new € RN, positives. On suppose que la sé-
rie Zvn converge et que pour tout n € N:  u, . <u,+v,.

Montrer que la série E u, converge.

Soit (uy)nen € RN strictement positive. On suppose

1
%“+0(;).

. u
qu’il existe a > 1 tel que : il g

Montrer que la série E u, converge. Indication : montrer que

pour tout f < a, la suite (nPu,)yenN décroit d partir d’'un certain rang.

Soit (uy)nen € RN, strictement positive, croissante et ten-

. . v
dant vers +oco. Soit (v,) € CN telle que la série Zu—”
n

n—-oo

1 n
converge. Montrer que : — ka —0.
Up
k=0



