Familles sommables

Chapitre 36
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Dans tout le chapitre

= [ est un ensemble quelconque.
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e

= Multiplication. Pour tout x € ]0, +0o0] :

X><(Jroo):(+oo)><Xd;f +oo et |0x (+00)=(4+00)x0 =0

déf.

= Borne supérieure. Toute partie de [0, +oc| posséde une borne
supérieure dans [0, +0o0].
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Exercice 1

Démontrer le résultat sur le cas des séries a termes positifs.
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SF 6 : intervertir des sommes « triangulaires »

Exemple 2
+<>o+oo
a) Etablir : ZZ
n=1lk= n
00 n

b) Justifier la convergence et calculer : 2

n=1
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3 Regles de calcul

SF 7 : sommer a « p + g constant »

Exemple 3

Pour quels o € R la somme Z % est-elle réelle ?
pacn- (P1a)
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3 Regles de calcul

En pratique : utiliser une décomposition en éléments simples

Exemple 4 : Montrer que

1
2 (p+qg—1) =2%2)

p,qEN* pa
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Toute sous-famille d'une famille sommable est encore sommable.
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Cadre [ensemble noté fl(l)] bien défini

= (u;)jes est ur /famille de nombres complexes| dans [0, +o0]

Définition 1
La famille (u;);e; est sommable lorsque : Z |uj| < +o0

i€l

Cas des séries. Pour | = N

(un)nen € CN est sommable ssi la série Z u, converge absolument.

Remarque

Si (vj)ies est une famille sommable de [0, +o0] telle que |u;| < v;
pour tout i € /, alors (uj);c; est sommable.
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1 Sommabilité d’une famille de complexes

Cadre
= (u;)

Définition 1

ensemble noté ¢1(/)
e . . “

bien défini
nombres complexes dans [0, +o0]

La famille (u;j);c; est sommable lorsque : Z lui| < 400
icl
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1 Sommabilité d’une famille de complexes

Cadre
. (Ui)/

Définition 1

ensemble noté ¢1(/)

bien défini
nombres complexes| | [0, +oq]

La famille (u;);c; est sommable lorsque : Z |uj| < +o0
icl

Cas des séries. Pour | = N

(un)nen € CN est sommable ssi la série Z u, converge absolument.

Exemple 1 : Sont-elles sommables ?

sin(p + q)
! p,q=>1
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Définition 1
La famille (u;);e; est sommable lorsque : Z |uj| < +o0
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1 Sommabilité d’une famille de complexes

Cadre
u (Ui)/

Définition 1

()

bien défini

ensemble noté /1
Y dans [0, +o0]

nombres complexes

La famille (u;);c; est sommable lorsque : Z |uj| < +o0
i€l

Cas des séries. Pour | = N

(un)nen € CN est sommable ssi la série Z u, converge absolument.

Exemple 1 : Sont-elles sommables ?

1
d [
) (”2 - p2>n,p>1

n#p
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2 Somme d’une famille sommable de complexes

Cadre

= (uj)ie est une famille sommable de nombres complexe
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2 Somme d’une famille sommable de complexes
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2 Somme d’une famille sommable de complexes

comment définir Z ui?

icl
Cadre /

= (uj)ies est une famille sommable de nombres complexe

Cas d’une famille de réels Cas d’une famille de complexes

;u; d?f_ ufr—Zui_

i€l iel
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2 Somme d’une famille sommable de complexes

comment définir Z ui?

icl
Cadre /

= (uj)ies est une famille sommable de nombres complexe

Cas d’une famille de réels Cas d’une famille de complexes

Sug v -Tu|  [Tug 2 Retw) 12 in()

i€l i€l i€l i€l Ciel iel
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2 Somme d’une famille sommable de complexes

comment définir Z ui?

i€l
Cadre /

= (uj)ies est une famille sommable de nombres complexe

Cas d’une famille de réels Cas d’une famille de complexes
Z ,fz ZU Zu,—ZReu, +IZIm u;)
f i€l i€l icl L icl icl

Exercice 1

Justifier dans chacun des deux cas que le nombre > u; est bien

: icl
défini.

15}



3 Propriétés des familles sommables

Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations

» [ jnéarité.
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Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations

= [ jnéarité. Z AU+ pvi = A Z uj + /J,Z Vi
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3 Propriétés des familles sommables

Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations

= [ jnéarité. Z AU+ pvi = A Z uj + /J,Z Vi

icl i€l i€l

= Inégalité triangulaire. ’Z ui| < Z |ui
i€l i€l

= /nvariance par permutation. Z Ug () = Z uj
icl icl
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3 Propriétés des familles sommables

Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations

= [ jnéarité. Z AU+ pvi = A Z uj + /J,Z Vi

i€l il i€l
= Inégalité triangulaire. ’Z ui| < Z |ui
i€l i€l
= /nvariance par permutation. Z Ug () = Z uj
i€l icl

Conséquence
01(1) est :
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3 Propriétés des familles sommables

Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations

= [ jnéarité. Z AU+ pvi = A Z uj + /J,Z Vi

i€l il i€l
= Inégalité triangulaire. ’Z ui| < Z |ui
i€l i€l
= /nvariance par permutation. Z Ug () = Z uj
i€l icl

Conséquence
¢1(/) est : un sous-espace vectoriel de C’

16



3 Propriétés des familles sommables

Cadre

(ui)ier, (vi)ier sont des familles sommables de complexes

Théoreme 1 : Opérations
= [ jnéarité. Z AU+ pvi = A Z uj + p Z Vi
i€l icl icl
= Inégalité triangulaire. ‘Z ui| < Z |ui
i€l icl

= /nvariance par permutation. Z Ug () = Z uj
icl icl

Exercice 2

Démontrer le théoréme.



3 Propriétés des familles sommables

Théoréeme 2 : Sommation par paquets (admis)

Soit (Ix)kek un recouvrement disjoint de /.

La famille <Z u,-) est sommable et :
i€l keK
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3 Propriétés des familles sommables

Théoréeme 2 : Sommation par paquets (admis)

Soit (Ix)kek un recouvrement disjoint de /.

La famille <Z u,-) est sommable et : Z up = Z Z uj

i€l kek il keK i€l

SF 2 : Justifier la sommabilité ET calculer la somme

Exemple 2 : Justifier I’existence et calculer

00 too  2kr

k=1n=k+1



3 Propriétés des familles sommables

Théoreme 3 : Approximation par des sommes finies

Pour tout € > 0, il existe une partie finie J de / telle que :
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Théoreme 3 : Approximation par des sommes finies

Pour tout € > 0, il existe une partie finie J de / telle que :
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3 Propriétés des familles sommables

Théoreme 3 : Approximation par des sommes finies

Pour tout € > 0, il existe une partie finie J de / telle que :

Su-Yu

i€l ic)

<e

Exercice 3

Démontrer le théoréme dans le cas ot (uj);cs est une famille de
réels.
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1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 1 : Fubini

Soit (ujj)(i,j)erxs une famille sommable de complexes.
Les familles (Z u,-j) et (Z u,-j) sont sommables et :
ey e el dEl
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1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 1 : Fubini

Soit (ujj)(i,j)erxs une famille sommable de complexes.
Les familles (Z u,-j) et (Z u,-j) sont sommables et :
ey e el dEl

D=y o> U= > uj

(ij)elxJ i€l jeJ jed i€l

Exercice 1

Démontrer le théoréme de Fubini a I'aide du théoreme de
sommation par paquets



1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 1 : Fubini

Soit (ujj)(i,j)erxs une famille sommable de complexes.
Les familles (Z u,-j) et (Z u,-j) sont sommables et :
ey e el dEl

D=y o> U= > uj

(ij)elxJ i€l jed Jjed i€l

Exemple 1 : z € C* est tel que |z| < 1

Etablir :
400 2p—1 400

z e
Zl_ZZp—l :Zl_z2p

p:]_ p:].




1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 2 : Familles « produits »

Soit (uj)ier, (vj)jes des familles sommables de complexes.
La famille (u;vj)(ilj)em est elle aussi sommable et :
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Théoréme 2 : Familles « produits »
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1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 2 : Familles « produits »

Soit (uj)ier, (vj)jes des familles sommables de complexes.
La famille (u;vj)(ilj)em est elle aussi sommable et :

> wy=yuxyy

(ij)elxd i€l Jjed

Remarque

Se généralise au produit d'un nombre fini de familles sommables.




1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 2 : Familles « produits »

Soit (uj)ier, (vj)jes des familles sommables de complexes.
La famille (u;vj)(ilj)em est elle aussi sommable et :

> wy=yuxyy

(ij)elxd i€l Jjed

Exercice 2

Démontrer ce théoreme a I'aide du théoreme de Fubini.




1 Théoreme de Fubini et produits de sommes

Théoréme 2 : Familles « produits »

Soit (uj)ier, (vj)jes des familles sommables de complexes.
La famille (ui‘/f)(iJ)eli est elle aussi sommable et :

D uy =) uix )y

(ij)elxd i€l Jjed

Exemple 2 : Justifier I’existence et calculer : Z )

(=1)"

n
naturels non nuls n'ayant aucun diviseur premier autre que 2, 3 ou 5.

(an)nes est la famille ( ) / ou / est I'ensemble des entiers
ne



2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

convergentes. Pour tout n € N, on pose :

Z cp est absolument convergente et :
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2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

n
convergentes. Pour tout n € N, on pose : Cp = Zakbn,k
k=0

[produit de Cauchy de > a, et > b, ]

/ +oo +0oo +oo
Z Cn, est absolument convergente et : ch = Zan X an
n=0 n=0 n=0

Exercice 3

Démontrer le théoreme.




2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

convergentes. Pour tout n € N, on pose : Cp = Zakbn,k

[produit de Cauchy de > a, et Y b, ]

Z Cn, est absolument convergente et : ch = Za,, X Zb,,
n=0 n=0 n=0

Exemple 3 : z € C est tel que |z]| < 1

1

Mont : =——
ontrer que an =2y



2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

convergentes. Pour tout n € N, on pose : Cp = Zakbn,k

[produit de Cauchy de > a, et > b, ]

Z Cn, est absolument convergente et : ch = Za,, X Zb,,
n=0 n=0 n=0

Exemple 4 : a,b € C.
+00(a+b 400 an +00bn

Montrer que : Z Z

n=0



2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

n
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k=0
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2 Produit de Cauchy

Soit Z ap et Z b, deux séries de nombres complexes absolument

n
convergentes. Pour tout n € N, on pose : Cp = Zakbn,k
k=0

[produit de Cauchy de > a, et > b, ]

Z Cn, est absolument convergente et : ch = Za,, X Zb,,
n=0 n=0 n=0

“* Attention 4*

> cn peut diverger si Y a, et > b, ne sont pas A.C.

Exemple b : a, = b, = E/_% pour tout n € N.

Etudier la convergence de Z an Z by, et Z Cn
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