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Introduction

L’ordre compte ?

• On sait que :
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n = ln 2

• Est-il vrai que :
(u1 + u2 + u4) + (u3 + u6 + u8) + (u5 + u10 + u12) + · · · = ln 2 ?

• Est-il vrai que :
+∞∑
k=1

(u2k−1 + u4k−2 + u4k)︸ ︷︷ ︸
= 1

2k−1 − 1
4k−2 − 1

4k

= ln 2
2

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + u7 + u8 + u9 + · · · = ln 2

(u1 + u2 + u4) + (u3 + u6 + u8) + (u5 + u10 + u12) + · · · = ln 2 ?
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Cadre

Dans tout le chapitre

• I est un ensemble quelconque.
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I Famille quelconque d’éléments de
[0 , +∞]

I Famille quelconque d’éléments de [0 , +∞]

II Familles sommables de nombres complexes

III Applications aux sommes doubles
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1 Calculs dans [0 , +∞]

Prolongement de l’ordre et des opérations à [0 , +∞]

• Ordre ≤. Pour tout x ∈ [0 , +∞[ :

x < +∞
• Addition. Pour x ∈ [0 , +∞] :

x + (+∞) = (+∞) + x =
déf.

+∞

• Multiplication. Pour tout x ∈ ]0 , +∞] :

x × (+∞) = (+∞) × x =
déf.

+∞

et 0 × (+∞) = (+∞) × 0 =
déf.

0

• Borne supérieure. Toute partie de [0 , +∞] possède une borne
supérieure

dans [0 , +∞].
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2 Somme d’une famille d’éléments de [0 , +∞]

Cadre

• (ui)i∈I est une famille d’éléments de [0 , +∞]
• On note Pf (I) l’ensemble des parties finies de I

Définition 1
La somme (ui)i∈I est l’élément de [0 , +∞] :

∑
i∈I

ui =
déf.

sup
J∈Pf (I)

∑
i∈J

ui

= sup A où : A =
{∑

j∈J
uj ; J ∈ Pf (I)

}
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3 Règles de calcul

Théorème 1 : Sommation par paquets (admis)

Soit (ui)i∈I une famille de [0 , +∞].
Soit(Ik)k∈K un recouvrement disjoint de I :

∑
i∈I

ui =
∑
k∈K

∑
i∈Ik

ui

Théorème 2 : Opérations
Soit (ui)i∈I , (vi)i∈I des familles de [0 , +∞].

• Linéarité. •

∑
i∈I

λui = λ
∑
i∈I

ui

•

∑
i∈I

ui + vi =
∑
i∈I

ui +
∑
i∈I

vi

• Croissance. Si ui ≤ vi pour tout i ∈ I :

∑
i∈I

ui ≤
∑
i∈I

vi

• Invariance par permutation.

∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

uσ(i)

Exercice 2 : Démontrer le théorème 2

•
⋃

k∈K
Ik = I

• Ik ∩ Iℓ = ∅ si k ̸= ℓ
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3 Règles de calcul

1 2

Ai ,1

∑
i∈I

ui + vi

1 2

ai ,1 = ui ai ,2 = vi

∑
i∈I

j∈{1,2}

ai ,j

1 2

Ai ,1

∑
i∈I

ui +
∑
i∈I

vi
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3 Règles de calcul

Théorème 1 : Sommation par paquets (admis)

Soit (ui)i∈I une famille de [0 , +∞].
Soit(Ik)k∈K un recouvrement disjoint de I :

∑
i∈I

ui =
∑
k∈K

∑
i∈Ik

ui

Théorème 3 : Fubini
Soit (uij)(i ,j)∈I×J une famille de [0 , +∞] :

∑
(i ,j)∈I×J

uij =

∑
i∈I

∑
j∈J

uij=
∑
j∈J

∑
i∈I

uij

Exercice 3
Démontrer le théorème
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3 Règles de calcul

SF 4 : utiliser le théorème de Fubini

Exemple 1 : Calculer les sommes

a)
∑

p,q∈N

pq

e2pq!

b)
+∞∑
n=2

(
ζ(n) − 1

)
où pour tout α ∈ R : ζ(α) =

+∞∑
k=1

1
kα

9
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3 Règles de calcul

SF 6 : intervertir des sommes « triangulaires »

Exemple 2

a) Etablir :
+∞∑
n=1

+∞∑
k=n

1
k3 = ζ(2)

b) Justifier la convergence et calculer :
+∞∑
n=1

n
2n

10
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3 Règles de calcul

SF 7 : sommer à « p + q constant »

Exemple 3
Pour quels α ∈ R la somme

∑
p,q∈N∗

p
(p + q)α

est-elle réelle ?

11



3 Règles de calcul

En pratique : utiliser une décomposition en éléments simples

Exemple 4 : Montrer que

∑
p,q∈N∗

1
pq(p + q − 1) = 2ζ(2)

12



II Familles sommables de nombres
complexes

I Famille quelconque d’éléments de [0 , +∞]

II Familles sommables de nombres complexes

III Applications aux sommes doubles
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1 Sommabilité d’une famille de complexes

Cadre
• (ui)i∈I est une famille de nombres complexes

Définition 1
La famille (ui)i∈I est sommable lorsque :

∑
i∈I

|ui | < +∞

Cas des séries. Pour I = N
(un)n∈N ∈ CN est sommable ssi

la série
∑

un converge absolument.

bien défini
dans [0 , +∞]

ensemble noté ℓ1(I)

14
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pour tout i ∈ I, alors (ui)i∈I est sommable.
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d)
(

1
n2 − p2

)
n,p≥1
n ̸=p
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2 Somme d’une famille sommable de complexes

Cadre
• (ui)i∈I est une famille sommable de nombres complexe

Cas d’une famille de réels

∑
i∈I

ui =
déf.

∑
i∈I

u+
i −

∑
i∈I

u−
i

Cas d’une famille de complexes

∑
i∈I

ui =
déf.

∑
i∈I

Re(ui) + i
∑
i∈I

Im(ui)

Exercice 1
Justifier dans chacun des deux cas que le nombre

∑
i∈I

ui est bien

défini.

comment définir
∑
i∈I

ui ?
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3 Propriétés des familles sommables

Cadre
(ui)i∈I , (vi)i∈I sont des familles sommables de complexes

Théorème 1 : Opérations

• Linéarité.

∑
i∈I

λui + µvi = λ
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi

• Inégalité triangulaire.

∣∣∣∑
i∈I

ui
∣∣∣ ≤

∑
i∈I

|ui |

• Invariance par permutation.

∑
i∈I

uσ(i) =
∑
i∈I

ui
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Démontrer le théorème.
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3 Propriétés des familles sommables

Théorème 2 : Sommation par paquets (admis)

Soit (Ik)k∈K un recouvrement disjoint de I.

La famille
(∑

i∈Ik

ui

)
k∈K

est sommable et :

∑
i∈I

ui =
∑
k∈K

∑
i∈Ik

ui

SF 2 : Justifier la sommabilité ET calculer la somme

Exemple 2 : Justifier l’existence et calculer

+∞∑
k=1

+∞∑
n=k+1

e 2ikπ
n

2n

17
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3 Propriétés des familles sommables

Théorème 3 : Approximation par des sommes finies
Pour tout ε > 0, il existe une partie finie J de I telle que :

∣∣∣∑
i∈I

ui −
∑
i∈J

ui
∣∣∣ ≤ ε

Exercice 3
Démontrer le théorème dans le cas où (ui)i∈I est une famille de
réels.
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III Applications aux sommes doubles

I Famille quelconque d’éléments de [0 , +∞]

II Familles sommables de nombres complexes

III Applications aux sommes doubles
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1 Théorème de Fubini et produits de sommes

Théorème 1 : Fubini
Soit (uij)(i ,j)∈I×J une famille sommable de complexes.
Les familles

(∑
j∈J

uij
)

i∈I
et
(∑

i∈I
uij
)

j∈I
sont sommables et :

∑
(i ,j)∈I×J

uij =
∑
i∈I

∑
j∈J

uij =
∑
j∈J

∑
i∈I

uij
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1 Théorème de Fubini et produits de sommes

Théorème 1 : Fubini
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(∑
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uij
)

i∈I
et
(∑

i∈I
uij
)

j∈I
sont sommables et :

∑
(i ,j)∈I×J

uij =
∑
i∈I

∑
j∈J

uij =
∑
j∈J

∑
i∈I

uij

Exercice 1
Démontrer le théorème de Fubini à l’aide du théorème de
sommation par paquets
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1 Théorème de Fubini et produits de sommes

Théorème 1 : Fubini
Soit (uij)(i ,j)∈I×J une famille sommable de complexes.
Les familles

(∑
j∈J

uij
)

i∈I
et
(∑

i∈I
uij
)

j∈I
sont sommables et :

∑
(i ,j)∈I×J

uij =
∑
i∈I

∑
j∈J

uij =
∑
j∈J

∑
i∈I

uij

Exemple 1 : z ∈ C∗ est tel que |z | < 1

Etablir :
+∞∑
p=1

z2p−1

1 − z2p−1 =
+∞∑
p=1

zp

1 − z2p
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1 Théorème de Fubini et produits de sommes

Théorème 2 : Familles « produits »
Soit (ui)i∈I , (vj)j∈J des familles sommables de complexes.
La famille

(
uivj

)
(i ,j)∈I×J est elle aussi sommable et :

∑
(i ,j)∈I×J

uivj =
∑
i∈I

ui ×
∑
j∈J

vj

21
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Théorème 2 : Familles « produits »
Soit (ui)i∈I , (vj)j∈J des familles sommables de complexes.
La famille

(
uivj

)
(i ,j)∈I×J est elle aussi sommable et :∑

(i ,j)∈I×J
uivj =

∑
i∈I

ui ×
∑
j∈J

vj

Remarque
Se généralise au produit d’un nombre fini de familles sommables.
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1 Théorème de Fubini et produits de sommes

Théorème 2 : Familles « produits »
Soit (ui)i∈I , (vj)j∈J des familles sommables de complexes.
La famille

(
uivj

)
(i ,j)∈I×J est elle aussi sommable et :∑

(i ,j)∈I×J
uivj =

∑
i∈I

ui ×
∑
j∈J

vj

Exemple 2 : Justifier l’existence et calculer :
∑
n∈I

an.

(an)n∈I est la famille
((−1)n

n
)

n∈I
où I est l’ensemble des entiers

naturels non nuls n’ayant aucun diviseur premier autre que 2, 3 ou 5.
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2 Produit de Cauchy

Théorème 3
Soit

∑
an et

∑
bn deux séries de nombres complexes absolument

convergentes. Pour tout n ∈ N, on pose :

cn =
n∑

k=0
akbn−k

∑
cn est absolument convergente et :

+∞∑
n=0

cn =
+∞∑
n=0

an ×
+∞∑
n=0

bn

produit de Cauchy de
∑

an et
∑

bn
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