Déterminants

Chapitre 35
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1 Déterminant de n vecteurs dans une base

On appelle déterminant de .# dans la base % le scalaire :
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» . est une base de E ssi:  dety(.%) # 0.
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1 Déterminant de n vecteurs dans une base

SF 8 : Pour montrer qu’une famille de n vecteurs est une base

Il suffit de vérifier que son déterminant dans une base de E n'est

pas nul.

Exemple 1
1. On pose u; = (1,1,0), up = (1,2,3) et u3 = (1,1,2).
Montrer que (uy, to, u3) est une base de R3
2. Soit a € R. Les polynomes :
Pi=X? Pr=a(X—-1)?2 et P3=a’X>+aX+1

forment-ils une base de Ry[X]?



2 Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 1
Le déterminant de A € .#,(K) est défini comme le déterminant de
la famille des colonnes de A dans la base canonique de .#,1(K) :

L] det(A) d?f.

= Cette quantité est notée :
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Définition 1
Le déterminant de A € .#,(K) est défini comme le déterminant de
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2 Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 1
Le déterminant de A € .#,(K) est défini comme le déterminant de

la famille des colonnes de A dans la base canonique de .#,1(K) :
n

« det(A) = 3 (0)(ITar01)
.O'Esn J:]'
a1 ... din

= Cette quantité est notée :

Exemple 2 : Déterminant de I'identité

Montrer : a) det(/,) =1 b) VA e K, det(Alp)=A"
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Soient A, B € #p(K) et X € K.
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Démontrer le théoréme.
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Théoréme 3
Soient A, B € #p(K) et X € K.
1. det(AB) = (det A) x (det B)
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1

3. Ac GL,(K) ssi det(A) # 0. En ce cas :  det(A™!) = det(A)
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Théoreme 4 : Transposée

Pour tout A € .#,(K) : det(AT) = det A.

Exercice 5

Démontrer le théoreme en utilisant la définition du déterminant.

\

det(A) = Z (Haao 7J>

o€ES,
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Exercice 6

0

Soit A € #,(K) de la forme: A= A

ko eee ok ‘ an,n

Montrer que :  det(A) = a,,, det(A').
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Exercice 6
0
Soit A € #,(K) de la forme : A= A 0
* eee ok ‘ an,n

Montrer que :  det(A) = a,,, det(A').

Théoréme 5 : Matrices triangulaires

n
Si T € #,(K) est une matrice triangulaire : det(T) = HtJ'J
j=1



Il Méthodes de calcul des
déterminants

I Méthodes de calcul des déterminants



1 Par opérations élémentaires

Théoreme 1 : Effets des opérations élémentaires

Soient A € #,(K), i,j € [1,n] avec i # j et A € K.
i) Li <— ALjou G <— AG; :
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1 Par opérations élémentaires

Théoreme 1 : Effets des opérations élémentaires

Soient A € #,(K), i,j € [1,n] avec i # j et A € K.

i) Li <— AL; ou Cj «+— AC; : multiplie le déterminant par \.

i) Li «— Lj ou C; +— C; : multiplie le déterminant par —1.

i) Li «<— Li+AL;j ou G; <— Ci+AG; : ne change pas le
déterminant.

SF 5 : calculer un déterminant par opérations élémentaires

Exemple 1 : Calculer
1 5 0 -1
4
a) |5
2

4 2
9 4
0 1

=



1 Par opérations élémentaires

Théoreme 1 : Effets des opérations élémentaires
Soient A € #,(K), i,j € [1,n] avec i # j et A € K.
i) Li <— AL; ou Cj «+— AC; : multiplie le déterminant par \.
i) Li «— Lj ou C; +— C; : multiplie le déterminant par —1.

i) Li «<— Li+AL;j ou G; <— Ci+AG; : ne change pas le
déterminant.

SF 5 : calculer un déterminant par opérations élémentaires

Exemple 1 : Calculer
1 5 0 -1

a

4 2 1 a

a) | 4 0 b) |3
2 11 a

o T T o
00 oo
QN Tw

4
9
0



1 Par opérations élémentaires

Théoreme 1 : Effets des opérations élémentaires
Soient A € #,(K), i,j € [1,n] avec i # j et A € K.
i) Li <— AL; ou Cj «+— AC; : multiplie le déterminant par \.
i) Li «— Lj ou C; +— C; : multiplie le déterminant par —1.

i) Li «<— Li+AL;j ou G; <— Ci+AG; : ne change pas le
déterminant.

SF 5 : calculer un déterminant par opérations élémentaires

Exemple 1 : Calculer

1 5 0 -1 a a a a a®> ab ac ad
4 4 2 1 b a b b b a®> b®> bc bd
a) 3 9 4 0 ) a b ¢ ¢ C) a2 b 2
2 0 1 1 a b ¢ d a® b2 2 d?



1 Par opérations élémentaires

Théoreme 1 : Effets des opérations élémentaires
Soient A € #,(K), i,j € [1,n] avec i # j et A € K.
i) Li «<— AL; ou G; <— AG; : multiplie le déterminant par A.
i) Li «— Lj ou C; «+— C; : multiplie le déterminant par —1.

i) Li «<— Li+AL;j ou G; <— Ci+AG; : ne change pas le
déterminant.

SF 5 : calculer un déterminant par opérations élémentaires

Exemple 1 : Calculer

a b
b a b b

d) A, =
b



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Vocabulaire

Soient A € #,(K) et i,j € [1,n].

On note A;  la matrice de .#,_1(K) obtenue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; = detA;;

10



2 Par développement suivant une ligne_ou une_colonne
Mineur de A
Vocabulaire associé a (/)
Soient A € #n(K) et i,j e [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

10



2 Par développement suivant une ligne_ou une_colonne
Mineur de A

associé a (i, )

Vocabulaire

Soient A € n(K) et i,j € [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

Théoréme 2

= Dév. par rapport a la colonne j.

10
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Mineur de A

associé a (i, )

Vocabulaire

Soient A € n(K) et i,j € [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

Théoréme 2

|
’

» Dév. par rapport a la colonne j. detA = Z 1) Ha;; A
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2 Par développement suivant une ligne_ou une_colonne
Mineur de A

associé a (i, )

Vocabulaire

Soient A € n(K) et i,j € [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

Théoréme 2

|
’

» Dév. par rapport a la colonne j. detA = Z 1) Ha;; A

» Dév. par rapport a la ligne i.

10



2 Par développement suivant une ligne_ou une_colonne
Mineur de A

associé a (i, )

Vocabulaire

Soient A € n(K) et i,j € [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

Théoréme 2

|
’

» Dév. par rapport a la colonne j. detA = Z 1) Ha;; A

» Dév. par rapport a la lignei. det A= Z 1)y Ha;; A;j

10



2 Par développement suivant une ligne_ou une_colonne

Mineur de A
Vocabulaire associé a (/)
Soient A € n(K) et i,j € [1,n].
On note A;j la matrice de .#,_1(K) oh#nue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A et on pose A;; =detA;;

|
’

Théoréme 2

» Dév. par rapport a la colonne j. det A= Z 1) Ha;; A

» Dév. par rapport a la ligne i.  det A= Z Y Ha;; A

Exercice 1

Démontrer la formule de développement selon la colonne ;.

10



2 Par développement s aaiana I Une colonne
det(A) = Z aj j det(M,-,j)
i=1

11



2 Par développement jiiiimatisns
det(A) = 3 ai; det(M)
=l

BI:J o C"J B”J ; CI’J
D; J ap,j Eivj Di’j 0 EiJ

11



2 Par développement suivant une licne ou une colonne
det(A) = Z aj j det(M,-,j)
i=1

@ n—1
Bi, o Cij Bi, ’ Cij
A= 0) Mi,j: 1 @
Dij |, Eu Dij i Ey In— j
0
/o
M"J ] AI,_]

11



2 Par développement suivant une licne ou une colonne

det(A) = > a;; det(M; ;)
i=1

@ n—1
Bij * G By o Gy
A= @ MI,J 1
Di an, Eij Di, 0 Eij In = J]

11



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

1 2 3
Calculer le déterminant D = | 4 5 6| en développant :
7 8 9

N

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

1 2 3
Calculer le déterminant D = | 4 5 6| en développant :
7 8 9

N

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Calculer le déterminant D = en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 5 6|l =+ 11 X 5 6|+ 2'X + 3 X
7 8 9 8 O

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Calculer le déterminant D = en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 5 6|l =+ 11 X 5 6|f 2|4 6|+ 3 X
7 8 9 8 9 7 9

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

Calculer le déterminant D =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 6|+ 3 x

7 9

5 6|+ 2 X 4 5 |

7 8

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

Calculer le déterminant D =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 6|+ 3 x

7 9

5 6
8 9

+ 2 X 4 5 |

7 8

I
+
\'_‘:’

X

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

Calculer le déterminant D =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 6|+ 3 x

4 5
7 9

7 8

I
+
\'_‘:’

X

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 2 : Pour s’entrainer a appliquer la formule

Calculer le déterminant D =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

en développant :

a) par rapport a la premiere ligne
b) par rapport a la deuxieme colonne

4 6|+ 3 X

4 5
7 9

7 8

I
+
\'_‘:’

X

12



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

SF 5 : Calculer un déterminant par dév. suivant une rangée

Méthode efficace lorsqu’une ligne/colonne contient beaucoup de 0.

Exemple 3

Calculer le déterminant suivant : Dy =

13



2 Par développement suivant une ligne ou une colonne

Exemple 4 : u; =(1,2,-1) et w=(-2,-1,1)

Déterminer une équation du sous-espace vectoriel F = Vect(u1, up)

13



Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation
1 1 1
ER a» an
. a2 a2 a2
Soit aj,...,a, € C. On pose V(a1,...,a,) =| ™ 2 n
1171 8571 8271

14



Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation
1 1 1
al an an
. a2 82 82
Soit a1,...,a, € C. On pose V(a1,...,a,) =| 2 "
a;171 agfl 8271

= V(ag,...,an) =




Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation
1 1 1
al an an
. a2 82 82
Soit a1,...,a, € C. On pose V(a1,...,a,) =| 2 "
a;171 agfl 8271
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1 1 1
al an an
. a2 82 82
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Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation
1 1 1
al an an
. a2 82 82
Soit a1,...,a, € C. On pose V(a1,...,a,) =| 2 "
a;171 agfl 8271

» V(ag,...,an) = H (aj — a)

1<i<j<n
= V(a1,...,an) #0ssi: les a; sont distincts




Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation

1 1 1

al an an

. a2 82 92

Soit a1,...,a, € C. On pose V(a1,...,a,) =| 2 "
8;71 8571 8271

1<i<j<n
» V(a1,...,an) # 0 ssi: les a; sont distincts

Exercice 2 : On suppose ay, ..., a, distincts

1. Montrer que la fonction P : x — V/(a1,...,an, x) vérifie :

P(X) = V(ala ceey an) X H(X — a/) pour tout x € C
i=1

14



Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation

% distincts

Exercice 2 : On suppose ay, ..., a, distincts

1. Montrer que la fonction P : x — V/(a1,...,an, x) vérifie :

P(X) = V(ala ceey an) X H(X — a/) pour tout x € C
i=1

14



Application 1 : déterminant de Vandermonde

Notation
1 1 1
a1 a an
. a2 a2 a2
Soit a1,...,a, € C. On pose V(a1,...,ap) =| & 2 n
af_l ag._l an~!

" V(al,---,an): H (ajial')

1<i<j<n
= V(a1,...,an) #0ssi: les a; sont distincts

Exercice 2 : On suppose ai, ..., a, distincts

2. Comment pourrait-on utiliser cette formule pour en déduire
I'expression du théoreme précédent ?

14



Application 2 : calculs par récurrence

Exemple 5
Pour tout n > 1, on considére le déterminant de taille n :
2 -1 0 ... 0
=1 2 =i
Dh=1|o -1 = o
.20 -1
0 0 -1 2

1. Montrer que pour tout n € N* :  Dp.io =2D,11 — D,.
2. En déduire D, en fonction de n pour tout n > 1.

115)



Il Compléments

I Compléments
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Rappel

Dév. par rapport a la ligne i : det(A) =

17



Rappel

Dév. par rapport a la ligne i : det(A Za, k (1) A,

17



Rappel

n
Dév. par rapport a la ligne i : det(A) = Za,-,k (—1)Fk Ak
k=1

17



[cofacteur de A associé a (i, k)]

\

Dév. par rapport a la ligne i : det(A Za, Kk (=1)Tk A,

Rappel

17



1 Comatrice

{cofacteur de A associé a (i, k)]

\

Dév. par rapport a la ligne i : det(A Za, Kk (=1)Tk A,

Rappel

Définition 1

|
.
.

La comatrice de A, notée com(A), est la matrice de .#,(KK) dont
les coefficients sont les cofacteurs de A :



1 Comatrice

{cofacteur de A associé a (i, k)]

N\

n
Dév. par rapport a la ligne i : det(A) = Za,-,k (—1)"*k Ak
k=1

Rappel

Définition 1
La comatrice de A, notée com(A), est la matrice de .#,(KK) dont
les coefficients sont les cofacteurs de A :

vi,j € [1,n], (Com(A)),’J = (*1)i+in-J'



1 Comatrice

{cofacteur de A associé a (i, k)]

N\

n
Dév. par rapport a la ligne i : det(A) = Za,-,k (—1)"*k Ak
k=1

Rappel

Définition 1
La comatrice de A, notée com(A), est la matrice de .#,(KK) dont
les coefficients sont les cofacteurs de A :

vi,j € [1,n], (Com(A)),’J = (*1)i+in-J'

Exemple 1

1 0 0 -1 3 2
Pour A= 1 1 -1) montrerque: com(A)=1| 0 -1 0
—2 0 -1



1 Comatrice

{cofacteur de A associé a (i, k)]

\

Dév. par rapport a la ligne i : det(A Za, (= ’+k Ak

Rappel

|
.
.

Définition 1

La comatrice de A, notée com(A), est la matrice de .#,(KK) dont
les coefficients sont les cofacteurs de A :

vi,j € [1,n], (Com(A)),’J = (*1)i+in-J'

Exemple 2 : A= (b d) € M>(K)

Calculer com(A).  Que constate-t-on lorsque A est inversible ?



1 Comatrice




1 Comatrice

A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,



A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

Exercice 1

Démontrer le théoreme.




Théoréme 1
A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

Exercice 1

Démontrer le théoreme.

N

[det(A) = ik (1)K Ak
k=1




A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

Si A est inversible :




A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

1
Si Aesti ible: Al= AT
i A est inversible detAcom( )




A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

Théoréme 2

Si A est inversible : A1

4* Attention 4

Formule théorique : ne pas I'utiliser pour inverser une matrice
concrete.



1 Comatrice

Théoréme 1
A x com(A)" = com(A)" x A= (detA) x I,

Théoréme 2

Si A est inversible :

4* Attention 4

Formule théorique : ne pas I'utiliser pour inverser une matrice
concrete.

Exercice 2

Déduire cette formule du théoréme précédent.



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

= f est un endomorphisme de E.

Définition 2

On définit le déterminant de f par :

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

= f est un endomorphisme de E.

Définition 2
On définit le déterminant de f par :  det(f) o det(Matxf)

éf.

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

= f est un endomorphisme de E.

Définition 2
On définit le déterminant de f par :  det(f) o det(Matxf)

éf.

dans n'importe quelle base #Z de E

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

= f est un endomorphisme de E.

les matrices qui représentent f
ont toutes le méme déterminant

Définition 2

On définit le déterminant de f par :  det(f) b det(Matxf)
dans n'importe quelle base #Z de E '

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
= f est un endomorphisme de E.
= % et #' sont deux bases de E.

les matrices qui représentent f
ont toutes le méme déterminant

Définition 2

On définit le déterminant de f par :  det(f) o det(Matxf)

éf.
dans n'importe quelle base #Z de E

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Cadre

= E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
= f est un endomorphisme de E.
= % et #' sont deux bases de E.
» Onpose: A= Matyf et A =Matyf.

les matrices qui représentent f
ont toutes le méme déterminant

Montrer que : det(A) = det(A').

Définition 2

On définit le déterminant de f par :  det(f) o det(Matxf)

éf.
dans n'importe quelle base #Z de E

19



2 Déterminant d’un endomorphisme

Exercice 4 : F, G sont deux sous-espaces supplémentaires de E

On note s la symétrie par rapport a F et parallelement a G.
Calculer le déterminant de s en fonction de g = dim G.

20



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant

Soient f,g € L(E) et A € K.

21



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant

Soient f,g € L(E) et A € K.
1. det(f o g) = det(f) x det(g).

21



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant

Soient f,g € L(E) et A € K.

1. det(f o g) = det(f) x det(g).

2. det(Af) = A" det(f).

21



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant

Soient f,g € L(E) et A € K.

1. det(f o g) = det(f) x det(g).

2. det(Af) = A" det(f).

3. f € GL(E) ssi

21



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant

Soient f,g € L(E) et A € K.

1. det(f o g) = det(f) x det(g).

2. det(Af) = A" det(f).

3. f € GL(E) ssi det(f)#0. Encecas: det(f )= det(F)

1

21



2 Déterminant d’un endomorphisme

Théoreme 3 : Version endomorphisme des propriétés du
déterminant
Soient f,g € L(E) et A € K.
1. det(f o g) = det(f) x det(g).
2. det(Af) = A" det(f).

1
3. f €GL(E) ssi det(f)#0. Encecas: det(f )= det(F)

Exercice 5

Démontrer le point 1.

21



3 Déterminants triangulaires par blocs

Soient A € #,(K), B € #4(K), C € Mpq(K) :




3 Déterminants triangulaires par blocs

Soient A € #,(K), B € #4(K), C € Mpq(K) :
‘A cl

0 B



3 Déterminants triangulaires par blocs

Soient A € #,(K), B € #4(K), C € Mpq(K) :
‘A C

0 B

= det(A) x det(B)



3 Déterminants triangulaires par blocs

Soient A € #,(K), B € #4(K), C € Mpq(K) :
A C
‘0 gl = det(A) x det(B)

Exercice 6

Démontrer cette formule.




3 Déterminants triangulaires par blocs

Soient A € #,(K), B € #4(K), C € Mpq(K) :
A C
‘0 gl = det(A) x det(B)

Exercice 6

Démontrer cette formule.

Exemple 3
1 2 -3 -1
hog A 3 4 8 4
A I'aide de la formule précédente, calculer : D=1 o 1 3
0 0 2 4

22
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