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1 Le groupe symétrique

Rappels

• Une permutation de J1 , n K est :

une bijection de J1 , nK sur J1 , nK.
• ( Sn , ◦) est :

un groupe

• Card(Sn) =

n!

Représentation d’une permutation

• Une permutation σ ∈ Sn est représentée par un tableau.

• Par exemple, σ =
(

1 2 3 4
3 2 4 1

)
est la permutation de S4 définie

par :

σ(1) = 3, σ(2) = 2, σ(3) = 4, σ(4) = 1

Exemple 1 : Calculer : σ′ ◦ σ et σ−1

σ =
(

1 2 3 4
3 2 4 1

)
et σ′ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)

n ∈ N∗ensemble des
permutations de J1 , nK

groupe symétrique
de J1 , nK
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Transposition de Sn

Définition 1
Permutation τ qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. :

il existe i , j ∈ J1 , nK distincts tels que
τ(i) = j , τ(j) = i , et τ(k) = k si k /∈ {i , j}

On note : τ = (i , j).

Exemple 2 : Dans S6(
1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

)
est la transposition :

(3, 5)

Remarque
Toute transposition (i , j) vérifie :

•

(i , j)=

(j ,i)

•

(i , j)−1 =

(i , j)

•

σ ◦ (i , j) ◦ σ−1 =

(
σ(i), σ(j)

)

3
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Cycle

Définition 2
Permutation σ ∈ Sn pour laquelle il existe x1, . . . , xp distincts
( p ≥ 2) tels que :

• σ(x1) = x2, σ(x2) = x3, . . . σ(xp−1) = xp, σ(xp) = x1

• σ(x) = x si x /∈ {x1, . . . , xp}

On note :

σ = (x1, x2, . . . , xp)

Support
du cycle

Longueur du cycle

{x1, . . . , xp} ∩ {y1, . . . , yq} = ∅

4
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Cycle

Définition 2
Permutation σ ∈ Sn pour laquelle il existe x1, . . . , xp distincts
( p ≥ 2) tels que :
• σ(x1) = x2, σ(x2) = x3, . . . σ(xp−1) = xp, σ(xp) = x1

• σ(x) = x si x /∈ {x1, . . . , xp}

On note : σ = (x1, x2, . . . , xp)
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Montrer que : c ◦ c ′ = c ′ ◦ c.
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2 Décompositions d’une permutation

Exercice 2 : σ ∈ Sn est fixée
Relation sur J1 , nK : x ∼ y ⇐⇒ ∃k ∈ Z | y = σk(x).
1. Montrer la relation « ∼ » est une relation d’équivalence sur J1 , nK

2. Soit x ∈ J1 , nK. On pose Ox =
{

σk(x) ; k ∈ Z
}

.
Montrer qu’il existe p ≥ 1 tel que Ox =

{
x , σ(x), . . . , σp−1(x)

}
.

3. Montrer qu’il existe des cycles disjoints c1, . . . , cr tels que
σ = c1 ◦ · · · ◦ cr

5



2 Décompositions d’une permutation

Exercice 2 : σ ∈ Sn est fixée
Relation sur J1 , nK : x ∼ y ⇐⇒ ∃k ∈ Z | y = σk(x).
1. Montrer la relation « ∼ » est une relation d’équivalence sur J1 , nK

2. Soit x ∈ J1 , nK. On pose Ox =
{

σk(x) ; k ∈ Z
}

.
Montrer qu’il existe p ≥ 1 tel que Ox =

{
x , σ(x), . . . , σp−1(x)

}
.

3. Montrer qu’il existe des cycles disjoints c1, . . . , cr tels que
σ = c1 ◦ · · · ◦ cr

5



2 Décompositions d’une permutation

Exercice 2 : σ ∈ Sn est fixée
Relation sur J1 , nK : x ∼ y ⇐⇒ ∃k ∈ Z | y = σk(x).
1. Montrer la relation « ∼ » est une relation d’équivalence sur J1 , nK

2. Soit x ∈ J1 , nK. On pose Ox =
{

σk(x) ; k ∈ Z
}

.
Montrer qu’il existe p ≥ 1 tel que Ox =

{
x , σ(x), . . . , σp−1(x)

}
.

3. Montrer qu’il existe des cycles disjoints c1, . . . , cr tels que
σ = c1 ◦ · · · ◦ cr

5



2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près
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2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 4 : σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 9 5 2 1 6 8 7 10 4

)
Décomposer σ en cycles disjoints.
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Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 5
Dans S5 justifier : (1, 3, 5) = (1, 3) ◦ (3, 5).

Retenir la « Relation de Chasles »
(x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2) ◦ (x2, x3) ◦ · · · ◦ (xp−1, xp)

Théorème 2

Toute permutation est une composée de transpositions

6



2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 5
Dans S5 justifier : (1, 3, 5) = (1, 3) ◦ (3, 5).

Retenir la « Relation de Chasles »
(x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2) ◦ (x2, x3) ◦ · · · ◦ (xp−1, xp)

Théorème 2

Toute permutation est une composée de transpositions

6



2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 5
Dans S5 justifier : (1, 3, 5) = (1, 3) ◦ (3, 5).

Retenir la « Relation de Chasles »
(x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2) ◦ (x2, x3) ◦ · · · ◦ (xp−1, xp)

Théorème 2

Toute permutation est une composée de transpositions

6



2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 5
Dans S5 justifier : (1, 3, 5) = (1, 3) ◦ (3, 5).

Retenir la « Relation de Chasles »
(x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2) ◦ (x2, x3) ◦ · · · ◦ (xp−1, xp)

Théorème 2
Toute permutation est une composée de transpositions

6



2 Décompositions d’une permutation

Théorème 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique à l’ordre près

Exemple 4 : σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 9 5 2 1 6 8 7 10 4

)
Retenir la « Relation de Chasles »

(x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2) ◦ (x2, x3) ◦ · · · ◦ (xp−1, xp)

Théorème 2
Toute permutation est une composée de transpositions

Exemple 5 : σ est la permutation de l’exemple 4
Ecrire σ comme une composée de transpositions.
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3 Signature

Théorème 3
Il existe un unique morphisme de groupe ε : Sn → {−1, 1} tel que :
1. Pour toute transposition τ :

ε(τ) = −1

2. Pour tous σ, σ′ ∈ Sn :

ε(σ ◦ σ′) = ε(σ) ◦ ε(σ′).

En pratique : trouver la signature de σ

• Méthode 1. Avec la décomposition en transpositions.
Si σ est la composée de k transpositions : ε(σ) = (−1)k .

• Méthode 2. Avec la décomposition en cycles.
Si c est de longueur p : ε(c) = (−1)p−1.

Exemple 6 : σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 9 5 2 1 6 8 7 10 4

)
Calculer la signature de la permutation σ
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II Formes n linéaires alternées

I Permutations

II Formes n linéaires alternées
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Notion de forme n-linéaire

Définition 1
f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport à chaque variable »

• pour tout j ∈ J1 , nK et tous x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn ∈ E
• l’application

E −→ K
x 7−→ f (x1, . . . , xj−1, x , xj+1, . . . , xn)

est linéaire

f : En → K
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Notion de forme n-linéaire

Définition 1
f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport à chaque variable »

• pour tout j ∈ J1 , nK et tous x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn ∈ E
• l’application

E −→ K
x 7−→ f (x1, . . . , xj−1, x , xj+1, . . . , xn)

est linéaire

Exemple 1
1. Un produit scalaire (x , y) 7→ (x | y) sur E est en particulier une

forme bilinéaire sur E .
2. L’application f : (A, B, C) 7→ tr(ABC) est une forme trilinéaire

sur Mn(K).

f : En → K
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Notion de forme n-linéaire

Définition 1
f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport à chaque variable »

• pour tout j ∈ J1 , nK et tous x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn ∈ E
• l’application

E −→ K
x 7−→ f (x1, . . . , xj−1, x , xj+1, . . . , xn)

est linéaire

Exemple 2 : Exemple de référence sur R2

L’application f définie pour tous u = (x , y) et v = (x ′, y ′) par :
f (u, v) = xy ′ − x ′y =

∣∣∣ x x ′

y y ′

∣∣∣
est une forme bilinéaire sur R2.

f : En → K
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Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous x1, . . . , xn ∈ E :

f (x1, . . . , xn) = 0 dès que deux des vecteurs x1, . . . , xn sont égaux.

Théorème 1
Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
x1, . . . , xn ∈ E et toute transposition τ de J1 , nK :

f (xτ(1), xτ(2), . . . , xτ(n)) = −f (x1, x2, . . . , xn)

Remarque
Si τ = (i , j) :

f (. . . , xj , . . . , xi , . . . ) = −f (. . . , xi , . . . , xj , . . . )

Exercice 1
Démontrer le théorème dans le cas où τ = (1, 2).
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Forme n-linéaire alternée

En pratique : effet des « opérations élémentaires »
Si f est n linéaire alternée
• Type 1 : f (x1, . . . , λxi , . . . , xn) = λf (x1, . . . , xn)

• Type 2 : f (. . . , xi + λxj , . . . , xj , . . . ) = f (. . . , xi , . . . , xj , . . . )
• Type 3 : f (. . . , xj , . . . , xi , . . . ) = −f (. . . , xi , . . . , xj , . . . )

Exercice 2
Démontrer le point 2 i.e. vérifier que :

f (. . . , xi + λxj , . . . , xj , . . . ) = f (. . . , xi , . . . , xj , . . . )
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Forme n-linéaire alternée

Théorème 2 : Annulation sur toute famille liée
Si f est alterné et si (x1, . . . , xn) est une famille liée de n vecteurs
de E :

f (x1, . . . , xn) = 0.

Exercice 3
Démontrer le théorème.

Exercice 4 : Expression d’une forme n-linéaire alternée

• E est de dimension finie n muni d’une base B = (b1, . . . , bn).
• (x1, . . . , xn) ∈ En est une famille de n vecteurs de E
• (ai ,j) = MatB(x1, . . . , xn).

Montrer : f (x1, . . . , xn) = f (b1, . . . , bn)
∑

σ∈Sn

ε(σ)
( n∏

j=1
aσ(j),j

)
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