Complément sur les permutations

Chapitre 34
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1 Le groupe symétrique
ensemble des
permutations de [1, n]
. Un%ermutation de [1, n] est :une bijection de [1,n] sur [1, n].

» (S,,0) est: un groupe groupe symétrique
= Card(S,) = n! de [1, ]

Représentation d’'une permutation

= Une permutation o € S, est représentée par un tableau.

; ; i i) est la permutation de S, définie

par: o(1)=3, o(2)=2, o(3)=4, o(4)=1

= Par exemple, 0 = (

! -1

Exemple 1 : Calculer: o¢'0o0 et o

_(t 23 4 (123 4
0=13 2 4 1)€0 =(3 1 2 4
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Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
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7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq
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Remarque

Toute transposition (i, ) vérifie :
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Transposition de S,

Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq

1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

Remarque

Toute transposition (i, ) vérifie :
= (7,5)=0ji) . .

) est la transposition :  (3,5)




Transposition de S,

Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq

1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

Remarque

Toute transposition (i j) érifie

= (i )=00) = ()7 .

) est la transposition :  (3,5)




Transposition de S,

Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq

1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

Remarque

Toute transposition (i j) érifie

(L )=00) e ()= 00) .

) est la transposition :  (3,5)




Transposition de S,

Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq

1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

Remarque

Toute transposition (i j) érifie

= (i,j)=0,i) = (1, ) = (i,)) = Uo(i,j)oo*1:

) est la transposition :  (3,5)




Transposition de S,

Définition 1
Permutation 7 qui échange deux éléments et laisse les autres
invariants i.e. : il existe i,j € [1, n] distincts tels que

7(i) = J, T(j) =1, et T(k)=k sik¢{ij}
On note : 7 = (i,J).

Exemple 2 : Dans Sq

1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

Remarque

Toute transposition (i j) vérifie :

(i, )=0,1) = ()T =(04) = oo(if)ooTt=(a(i),0(j))

) est la transposition :  (3,5)




Cycle

Définition 2
Permutation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

On note



Cycle

Définition 2
Permutation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

» o(x1) = x,

On note



Cycle

Définition 2
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(p > 2) tels que :

» o(x1) = X2, o(x2) = X3,

On note
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Permutation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

» o(x1) =x, o(x)=x3, ... 0(xp—1)=Xp, 0(Xp)=x1
» o(x)=xsix¢ {x1,..., X}

On note :



Cycle

Définition 2

Permutation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

» o(x1) =x, o(x)=x3, ... 0(xp—1)=Xp, 0(Xp)=x1

» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support
du cycle

On note :
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Définition 2

Permutation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

» o(x1) =x, o(x)=x3, ... 0(xp—1)=Xp, 0(Xp)=x1

» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support
du cycle

On note : o = (x1,X2,...,Xp)
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Défiyition 2

utation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

» o(x1) =x, o(x)=x3, ... 0(xp—1)=Xp, 0(Xp)=x1

» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support
du cycle

On note : o = (x1,X2,...,Xp)



(Longueur du cycle)

Défiyition 2

utation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

= o(x)=x2, o(x)=x3, ... o(x_1)=X5 0(xp)=x1
» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support

du cycle
On note : o = (x1,X2,...,Xp)

Exemple 3 : Le retour du dénombrement

Soient x1,...,xp, € [1,n], distincts.
Combien peut-on former de cycles de support {x1,...,Xp}?
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(p > 2) tels que :

= o(x)=x, olx)=x3 ... o(p-1) =X, 0o(x)=xi
» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support
du cycle
On note : o = (x1,X2,...,Xp)
Exercice 1

On suppose ¢ = (x1,...,Xp) et ¢’ = (y1,...,Yyq) disjoints .
Montrer que : coc=coc



(Longueur du cycle)

Défiyition 2

utation o € S, pour laquelle il existe xq, ..., x, distincts
(p > 2) tels que :

o) =x, obe)=x, ... o(p-1) =X, o(x)=x
» o(x)=xsix¢ {x1,..., X} Support

du cycle
On note : o = (x1,X2,...,Xp)

{xt, .., %tV {y1,. .., yq} =@

On suppose ¢ = (x1,...,Xp) et ¢’ = (y1,...,Yyq) disjoints .
Montrer que : coc=coc
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1. Montrer la relation « ~ » est une relation d'équivalence sur [1, n]
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2 Décompositions d’'une permutation

Exercice 2 : 0 € S, est fixée

Relation sur [1,n] : x~y <= Ik | y=oKx).

1. Montrer la relation « ~ » est une relation d'équivalence sur [1, n]
2. Soit x € [1, n]. On pose Oy = {ok(x); k € Z}.

Montrer qu'il existe p > 1 tel que Oy = {x,0(x),...,0P71(x)}.
3. Montrer qu'il existe des cycles disjoints cy, ..., ¢, tels que

O=CO0---0Cr
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décomposition est unique a |'ordre prées



2 Décompositions d’'une permutation

Théoreme 1
Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La

décomposition est unique a |'ordre prées

Exemple 4 10— (1 2 3 456 7 8 9 10
ple8:0=13 9 5 2 1 6 8

Décomposer o en cycles disjoints.
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2 Décompositions d’'une permutation

Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique a |'ordre prées

Exemple 5
Dans Ss justifier 1 (1,3,5) = (1,3) o (3,5).

Retenir la « Relation de Chasles »

[(Xl,XQ, ooy Xp) = (x1,x2) 0 (x2,x3) 0+ 0 (xp,l,xp)]

Toute permutation est une composée de transpositions




2 Décompositions d’'une permutation

Toute permutation est une composée de cycles disjoints. La
décomposition est unique a |'ordre prées

Exemple 4 : o — (1 2 3 45 6 7 8 9 10
Pl€%:0=13 9 5 2 1 6 8 7 10 4
Retenir la « Relation de Chasles »

(Carzr - x0) = G, x2) 0 G2, 33) 0 -0 (51,75

Théoréeme 2

Toute permutation est une composée de transpositions

Exemple 5 : o est la permutation de I'exemple 4

Ecrire ¢ comme une composée de transpositions.
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3 Signature

[l existe un unique morphisme de groupe € : S, — {—1,1} tel que :

1. Pour toute transposition 7 : (1) = —1

2. Pour tous 0,0’ € S, : g(ooo’) =¢e(0)oe(d’).



3 Signature

[l existe un unique morphisme de groupe € : S, — {—1,1} tel que :

1. Pour toute transposition 7 :  £(7) = —1

2. Pour tous 0,0’ € S, : g(ooo’) =¢e(0)oe(d’).

En pratique : trouver la signature de o

= Méthode 1. Avec la décomposition en transpositions.

Si o est la composée de k transpositions :  £(c) = (—1).
= Méthode 2. Avec la décomposition en cycles.

Si c est de longueur p :  ¢(c) = (—-1)P~ L.



3 Signature

Théoréeme 3

[l existe un unique morphisme de groupe € : S, — {—1,1} tel que :
1. Pour toute transposition 7 : (1) = —1

2. Pour tous 0,0’ € S, : g(ooo’) =¢e(0)oe(d’).

En pratique : trouver la signature de o

= Méthode 1. Avec la décomposition en transpositions.
Si o est la composée de k transpositions :  £(c) = (—1).

= Méthode 2. Avec la décomposition en cycles.
Si c est de longueur p :  ¢(c) = (—-1)P~ L.

1 2 3 4 5 6 8 9 10
3 9 5 2 1 6

7
Exempleﬁ:az( R

Calculer la signature de la permutation o
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Définitio=1
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= |'application
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Notion de forme n-linéaire

Définitio=1

f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport a chaque variable »

= pour tout j € [1,n] et tous x1,...,Xj—1,Xj41,...,%Xn € E
= |'application

E— K

X > F(X1, ..oy Xj—1, X, Xj41, - -« Xn)
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Notion de forme n-linéaire

Définitio=1

f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport a chaque variable »

= pour tout j € [1,n] et tous x1,...,Xj—1,Xj41,...,%Xn € E
= |'application
E— K
X > F(X1, ..oy Xj—1, X, Xj41, - -« Xn)
est linéaire
Exemple 1

1. Un produit scalaire (x,y) — (x | y) sur E est en particulier une
forme bilinéaire sur E.

2. L'application f : (A, B, C) — tr(ABC) est une forme trilinéaire
sur A,(K).



Notion de forme n-linéaire

Définitio=1

f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport a chaque variable »

= pour tout j € [1,n] et tous x1,...,Xj—1,Xj41,...,%Xn € E
= |'application

E— K

X > F(X1, ..oy Xj—1, X, Xj41, - -« Xn)

est linéaire

Exemple 2 : Exemple de référence sur R?

L’application f définie pour tous u = (x,y) et v = (x,y’) par :

x x

— /_ / —
f(u,v)=xy' —x'y = vy

est une forme bilinéaire sur R?.
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f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :



Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.
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f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1i,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :



Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1i,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(Xr(1)s Xr(2)s - - - Xr(n)) = —F (X1, %2, .-, Xn)

Remarque

Sit=(iJ):



Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1i,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(Xr(1)s Xr(2)s - - - Xr(n)) = —F (X1, %2, .-, Xn)

Remarque

Sit=(i,j): f(...xp...,Xi,...)=—f(...X5...,Xj,...)




Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(XT(l),XT(Q), v 7XT(,,)) = —f(X]_,X2./ “ e 7Xn)

Remarque

Sit=(i,j): (... X Xiy...)=—F(.. Xy, X, .)

Conséquence

Pour toute permutation o



Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(XT(l),XT(Q), v 7XT(,,)) = —f(X]_,X2./ “ e 7Xn)

Remarque

Sit=(i,j): (... X Xiy...)=—F(.. Xy, X, .)

Conséquence

Pour toute permutation o | f(Xy(1), - - Xo(n)) = ]




Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(XT(l),XT(Q), v 7XT(,,)) = —f(X]_,X2./ “ e 7Xn)

Remarque

Sit=(i,j): (... X Xiy...)=—F(.. Xy, X, .)

Conséquence

Pour toute permutation o | f(xy(1), - - Xs(n)) = (0)f(x1, . . ./x,,)]




Forme n-linéaire alternée

Définition 2
f est alternée si pour tous xy,...,x, € E :
f(x1,...,xn) = 0 dés que deux des vecteurs xi, ..., X, sont égaux.

Théoréme 1

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous
X1,...,Xn € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

f(XT(l),XT(Q), v ,XT(,,)) = —f(Xl./ X24y... ,Xn)
Remarque

Sit=(i,j): (... X Xiy...)=—F(.. Xy, X, .)

Pour toute permutation o | f(X5(1), - - - s Xo(n)) = €(a)f (X1, - -, Xn)

Exercice 1

Démontrer le théoréme dans le cas ou 7 = (1,2).



Forme n-linéaire alternée

En pratique : effet des « opérations élémentaires »

Si f est n linéaire alternée
w Typel:  f(x1,..., A%, .., %Xn) = AM(x1,...,Xn)

11



Forme n-linéaire alternée

En pratique : effet des « opérations élémentaires »

Si f est n linéaire alternée
w Typel:  f(x1,..., A%, .., %Xn) = AM(x1,...,Xn)

= Type3: f(...,Xj,. s Xiy...)=—F(.. . X ., Xj,...)

11



Forme n-linéaire alternée
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Forme n-linéaire alternée

En pratique : effet des « opérations élémentaires »

Si f est n linéaire alternée

w Typel:  f(x1,..., A%, .., %Xn) = AM(x1,...,Xn)

» Type2: f(...,xi+AXj,...,X,...)=f(...;%i,...,%j,...)
= Type3: f(...,Xj,. s Xiy...)=—F(.. . X ., Xj,...)

Exercice 2
Démontrer le point 2 i.e. vérifier que :
(oo oXi+ A, X, ) =F( Xy oy Xy o)



Forme n-linéaire alternée

Théoréme 2 : Annulation sur toute famille liée

Si f est alterné et si (xi,...,x,) est une famille liée de n vecteurs
de E :
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Forme n-linéaire alternée

Théoréme 2 : Annulation sur toute famille liée

Si f est alterné et si (xi,...,x,) est une famille liée de n vecteurs
de E:  f(x1,...,x5) =0.

Exercice 3

Démontrer le théoréme.
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Forme n-linéaire alternée

Théoréme 2 : Annulation sur toute famille liée

Si f est alterné et si (xi,...,x,) est une famille liée de n vecteurs
de E:  f(x1,...,xn) =0.

Exercice 3

Démontrer le théoréme.

Exercice 4 : Expression d’une forme n-linéaire alternée

= E est de dimension finie n muni d'une base 4 = (by, ..., bp).
= (x1,...,%n) € E" est une famille de n vecteurs de E
. (a;J) = Mat@(xl,...,xn).

Montrer : f(x1,...,xn) = f(b1,...,bp) Z <H3rf(1)1>
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