Espaces préhilbertiens

Chapitre 33
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Trouver v € £ qui
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Trouver a, b € R qui minimisent : / (t? — at — b)2dt
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space

si de dim. finie
Définition 1

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symé
positive i.e. une application: E x E — R
(x,y) — (x]y
» Bilinéaire. Pour tous x,x’,y,y’ € E et tous \, u € R
= (A +px [y) =A(x | y)+p(x"[y)
= (X[ Ay +wy)=Ax [y)+plx]y)
= Symétrique. Vx,y € E, (x]y)=(y]x).
= Définie positive : = Vx e E, (x|x)>0.
» Pour tout x € E, si (x | x) =0 alors x =0

aussi noté
(x]y) ou x -y

Remarque

La bilinéarité assure que :  Vx € E, (x|0g)=(0g|x)=0
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Remarque

La bilinéarité assure que : Vx € E, (x|0)=(0]x)=0
i=(xy)] |Vv=K.y)

Rappel

Produit scalaire de R? : : & - V =xx'+yy’



2 Exemples de référence

Remarque

La bilinéarité assure que : Vx € E, (x|0)=(0]x)=0
i=(xy)] |Vv=K.y)

Rappel

Produit scalaire de R? : : & - V =xx'+yy’

Exemple 1 : Produit scalaire canonique sur R”
n
Pour tous x = (x1,...,xp) et y = (y1,-.,1) © (x| y) = Zx;y,-

déf. 1



2 Exemples de référence

Exemple 2 : Produit scalaire intégral sur ¢([a, b],R)

b
Pour tous f,g € €([a,b],R) : (| g) :/a f(t)g(t)dt
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2 Exemples de référence

Exemple 3 : Produit scalaire canonique sur.Z, ,(R)

Pour toutes A, B € #np(R): (A|B)=tr(ATB)= Y ajbi;
1<i<n
1<j<p



2 Exemples de référence

Exercice 1

Soit ag, ..., an € R distincts. Montrer que

(P,Q) = > P(a)Q(ax)
k=0
est un produit scalaire sur R,[X].
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Théoréme 1

Soit E un espace préhilbertien.
Pour tous x,y € E : (x|y)* <(x|x)(y|y)
avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Exercice 2

Démontrer le théoreme dans le cas ol y # 0 en considérant la
fonction P: t— (x+ ty | x + ty)
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3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1

Soit E un espace préhilbertien.
Pour tous x,y € E : (x|y)* <(x|x)(y|y)
avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
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3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1

Soit E un espace préhilbertien.
Pour tous x,y € E : (x|y)* <(x|x)(y|y)
avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

SF 4 uun{( / bg(t)h(t)dt)2 < ([sterat) ([ nerat) ]

Exercice 4 : Soit f : [a, b] = R% conifnue.

Montrer :

/abf(t)dtx/abf(lt)dtz (b— a)?



3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1

Soit E un espace préhilbertien.

Pour tous x,y € E : (x|y)? <(x|x)(|y)
avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Calculer : inf{'/‘;bf(t)dtx/;bf(lt)dt ; fe%([a,b],Ri)}
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= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Produit scalaire et normes
. HXH2 = (x| x) = Pour tout A € R : IAx]l = Al |Ix||

= Inégalité de Cauchy-Schwarz = (|(x | y)| < ||x|| |ly|l]
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= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.
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Définition2

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Produit scalaire et normes
. HXH2 = (x| x) = Pour tout A € R : IAx]l = Al |Ix||

= Inégalité de Cauchy-Schwarz = (|(x | y)| < ||x|| |ly|l]

= [dentités remarquables :

- x££y 2= IxIP+ ly P £2(x | )
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4 Norme associée a un produit scalaire

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Produit scalaire et normes
HXH2 (x| x) = Pour tout A € R : IAx]l = Al |Ix||

= Inégalité de Cauchy-Schwarz = (|(x | y)| < ||x|| |ly|l]

= [dentités remarquables :

s UxEyIP = IxIP A+ ly 2 £2(x | y)

s I = Dyl = (x+y | x—y)

= Formule de polarisation :



4 Norme associée a un produit scalaire

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Produit scalaire et normes
HXH2 (x| x) = Pour tout A € R : IAx]l = Al |Ix||

= Inégalité de Cauchy-Schwarz = (|(x | y)| < ||x|| |ly|l]

= [dentités remarquables :

s UxEyIP = IxIP A+ ly 2 £2(x | y)

s I = Dyl = (x+y | x—y)

» Formule de polarisation : [( ly)=3(lIx +yl?=lIx]*- HyH2)]




4 Norme associée a un produit scalaire

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
Sis

Exercice 5 : Inégalité triangulaire

Montrer que pour x,y € E non-nuls : Ix+yll < x|+ Iyl
Montrer qu'il y a égalité ssi x et y sont colinéaires de méme sens.



4 Norme associée a un produit scalaire

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Exemple 4 : Sur R[X] : (P | Q) = [, P(t)Q(t)dt
a) Calculer :  [[X"|| pour tout n € N
b) Calculer la distance de X? 3 1



4 Norme associée a un produit scalaire

= norme de x : ||x]|| b (x| x) wdistancedexay: |[x—yl|
er.

Exemple 5 : Dans %([0,27], R)

On considére les fonctions fi : t —> cost et f : t — sint
a) Calculer :  [|fi]] et |f]

b) Calculer la distance de f; a f,.
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1 Vecteurs orthogonaux

[Espace préhibertien)

Définition 1

Deux vecteurs x,y € E sont dits orthogonaux lorsque :(x | y) =0

Exemple 1 : Dans £ = %([0,27],R)

1. Montrer que f : t — cost et g : t > sint sont orthogonales



1 Vecteurs orthogonaux

[Espace préhibertien)

Définition 1

Deux vecteurs x,y € E sont dits orthogonaux lorsque :(x | y) =0

Exemple 1: Dans E = .#>(R)

2. Montrer que A = <_41 _g) et B= (i 22> sont orthogonales.
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x Y
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1 Vecteurs orthogonaux

Théoréeme 1 : Théoreme de Pythagore

x,y € E sont orthogonaux ssi:  |x +yl[?> = |x|*>+ [lyl?

x Y
* y

Exercice 1

Démontrer I'équivalence a |'aide d'une identité remarquable.
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= Orthogonale si :
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1 Vecteurs orthogonaux

Une famille (u;);c; de vecteurs de E est dite :

= Orthogonale si :  (uj | uj) = 0 pour tous i # j.

= Orthonormale si : de plus, ||uj|| =1 pour tout i € /



Définition 2

Une famille (u;)4€, de vecteurs de E est dite :

= Orthogonge si :  (uj | uj) = 0 pour tous i # j.

= Orthonormale si : de plus, ||u;j|| =1 pour tout i € /

10



Définition 2
Une famille (u;)4€, de vecteurs de E est dite :
= Orthogonge si :  (uj | uj) = 0 pour tous i # j.

= Orthonormale si : de plus, ||u;j|| =1 pour tout i € /

Exemple 2

Dans R” muni du produit scalaire canonique, la base canonique
(ei)1<i<n est orthonormale.

10



Définition 2
Une famille (u;)4€, de vecteurs de E est dite :
= Orthogonge si :  (uj | uj) = 0 pour tous i # j.

= Orthonormale si : de plus, ||u;j|| =1 pour tout i € /

Exemple 3 : Dans ¢([0,27],R) : (f|g) = %jb% f(t)g(t)dt

Pour tout n € N* :
fn 1 t — sin(nt)

Montrer que (f,)nen+ est orthonormale

10



Définition 2

Une famille (u;)4€, de vecteurs de E est dite :
= Orthogonge si :  (uj | uj) = 0 pour tous i # j.

= Orthonormale si : de plus, ||u;j|| =1 pour tout i € /

Exemple 4 : Soit ag, ..., an € R distincts

Trouver une base orthonormée de R,[X] pour

(P,Q)— 3 P(a) Qlax)

k=0

10



1 Vecteurs orthogonaux

Théoréme 2 : (Pythagore)

Si (u1,...,up) est orthogonale, alors :



1 Vecteurs orthogonaux

Théoréme 2 : (Pythagore)
2 P
=>_ lluil?
i=1

p
Si (u1,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
i=1



1 Vecteurs orthogonaux

Théoréme 2 : (Pythagore)
2 P
=>_ lluil?
i=1

p
Si(uq,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
i=1



1 Vecteurs orthogonaux

Théoréeme 2 : (Pythagore)
2 P
= il
i=1

Exercice 2

Démontrer cette égalité.

p
Si(uq,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
i=1




1 Vecteurs orthogonaux

Théoréme 2 : (Pythagore)
2 P
=>_ lluil?
i=1

Démontrer cette égalité.

Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls est :

p
Si(uq,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
i=1




1 Vecteurs orthogonaux

Théoréme 2 : (Pythagore)
2 P
=>_ lluil?
i=1

Démontrer cette égalité.

Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls est : libre

p
Si(uq,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
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1 Vecteurs orthogonaux

Théoréeme 2 : (Pythagore)
2 P
= il
i=1

p
Si(uq,...,up) est orthogonale, alors : HZU,‘
i=1

En particulier

Démontrer cette égalité. : , ;
g toute famille orthonormée est libre

7 by

Théoréme 3

Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls est : libre

Exercice 3

Démontrer le théoreme.
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2 Coordonnées dans une base orthonormale

Cadre
= E est euclidien muni d'une base orthonormée Z = (e, ..., ep).
n n
=X = ) X€ =y =) Vi€
i=1 i=1

Exercice 4 : Montrer que pour tout /i € [1,n] :

) x=(xle) B ()= 9 IxP=X

12
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2 Coordonnisarsniswiiassaassma’thonormale
En base orthonormée :
n

Cadre x=> (x|e)e
i=1
s Eest el%@n muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
=X = ) Xi€ =y =) Vi€
=1 i=1

!

) x=(xle) B ()= 9 IxP=X

12



2 Coordonngaa wisswemesmR' thonormale
En base orthonormee

Cadre X = Z(X | &) €i

i=1
s Eest el%@n muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
> Xi€i "y =2 yiei
i=1

i=1

Exercice 4 : Montrer que pour tout /i € [1,n] :

) x=(xle) B (I=Lan 9 IxIP= L

Remarque

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y :
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2 Coordonnisarsnissiiassaassma’thonormale
En base orthonormée :
n

Cadre x=> (x|e)e
i=1
s Eest el%@n muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
=X = ) Xi€ =y =) Vi€
=1 i=1

!

nnCligiigquc

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y :
= (x|y)= = [Ix[)? =
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2 Coordonnisarsnissiiassaassma’thonormale
En base orthonormée :
n

Cadre x=> (x|e)e
i=1
s Eest el%@n muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
=X = ) Xi€ =y =) Vi€
=1 i=1

!

nnCligiigquc

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y :
= (x |y)=XTY = [Ix[)? =
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2 Coordonnisarsnissiiassaassma’thonormale
En base orthonormée :
n

Cadre x=> (x|e)e
i=1
s Eest el%@n muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
=X = ) Xi€ =y =) Vi€
=1 i=1

!

nnCligiigquc

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y :
= (x|y)=xTY = [|x]2 =XTX
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2 Coordonnisarsniawiiassaassma’thonormale
En base orthonormée :
n

Cadre X = Z(X | &) €i

i=1

s Eest et:%qén muni d une base orthonormée & = (ey, ..., ep).
n
=X = ) Xi€ =y =) Vi€
=1 i=1

!

nnCligiigquc

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y :
= (x|y)=xTY = [|x]2 =XTX

Exercice 5 : A= Matyf ou f € Z(E)

Montrer que pour tous i,j € [1,n] : [a,-_j = (f(¢) | e,-)].

12



3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Définition 3
Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A

. AL =
déf.
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Définition 3
Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A

. ALd?f.{XEE | Vae A, (x| a)=0}

» AL est un sous-espace vectoriel de E Méme si A
n'en est pas un

Exemple 5
a) El= b) {0} = c) AL = Vect(A)*
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Définition 3
Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A

. ALd?f.{XEE | Vae A, (x| a)=0}

» AL est un sous-espace vectoriel de E Méme si A
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Exemple 5
a) ELl={0} b) {0} = c) AL = Vect(A)*
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Définition 3
Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A

. ALd?f.{XEE | Vae A, (x| a)=0}

» AL est un sous-espace vectoriel de E Méme si A
n'en est pas un

Exemple 5
a) ELl={0} by {0}r=E ¢ Al =Vect(A)*
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Définition 3

Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A

« AL —{x€E|VYacA, (x|a)=0}

» AL est un sous-espace vectoriel de E Méme si A
n'en est pas un

Exemple 5
a) ELl={0} by {0}r=E ¢ Al =Vect(A)*

Exercice 6

Démontrer que A est un sous-espace vectoriel de E.
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

SF 7 : Lorsque Ft
F = Vect(uy, ..., up)
(x| w)=0 T
2
x€Ft = (... M= > U]

(<lu)=0

14



3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

SF 7 : Lorsque R1[X]™

F = Vect(uy,. .., up)
(x|u)=0 %

x € Flt «— rO — .
(x| up) =0 1[X]

Exemple 6

1. Déterminer R1[X]* pour le produit scalaire défini sur Ro[X] par

(PIQ) = P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

14



3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

SF 7 : Lorsque

Exemple 6

2. Dans .,(R) on note F I'ensemble des matrices diagonales.
Déterminer F.

14



3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Soit F un sous-espace de dimension finie de E :

En conséquence, si E est de dimension finie :
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3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Soit F un sous-espace de dimension finie de E :
» E=FaF*t » (FH)t=F

En conséquence, si E est de dimension finie : dim FL =n—dimF.



3 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace

Soit F un sous-espace de dimension finie de E :
» E=FaF*t » (FH)t=F

En conséquence, si E est de dimension finie : dim FL =n—dimF.

Exercice 7

Démontrer le théoreme.




Il Projection orthogonale sur un
sous-espace

I Projection orthogonale sur un sous-espace
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FL

X
Cadre /
= £ : espace préhilbertien

= [ :sous-e.v. de dimension r/

finie de E. 0
» Onsait: FOFL=E.

17



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

FL

X
= projecteur orthogonal sur
F : le projecteur




1 Projection orthogonale sur un sous-espace

FL

Définition 1
= projecteur orthogonal sur

F : le projecteur sur F
parallelement 3 F.

PEX)

N
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1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Définition 1
= projecteur orthogonal sur

F : le projecteur sur F
parallelement 3 F.

= symétrie orthogonale par
rapport a F : la symétrie =

PEX)

m
oy
P |

o ]




1 Projection orthogonale sur un sous-espace

FJ_

Définition 1
= projecteur orthogonal sur

F : le projecteur sur F
parallelement 3 F.

O ]

m
n
Y P
o
ul

= symétrie orthogonale par
rapport a F : la symétrie
par rapport a F,
parallelement 3 FL.
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1 Projection orthogonale sur un sous-espace

= projecteur orthogonal sur

1

1

1

:

. 1

F : le projecteur sur F : !
parallelement & F*. PEX)

E

1

1

1

O ]

= symétrie orthogonale par F
rapport a F : la symétrie
par rapport a F,
parallelement 3 FL.




1 Projection orthogonale sur un sous-espace

X = pF(X))

Définition 1
= projecteur orthogonal sur

F : le projecteur sur F
parallelement 3 F.

O ]

= symétrie orthogonale par F
rapport a F : la symétrie
par rapport a F,
parallelement 3 FL.

17



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

SF 9 : calculer le projeté —

méthode 1 : a vue X — pp(x) fo---------+ X
Exercice 1 /
Calculer le projeté orthogonal E

1 11 M : '
de: J= sur le £ e PE(X)

1 1 1
1 1 1
sous-e.v. F des matrices

diagonales de .Z3(R)




1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1, ..., ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E :
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1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1,...,€ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E 1 pg( Zx]e,
i=1
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1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1, ..., ep) une base orthonormée de F.
p

Pour tout x € E:  pr(x) = Z (x| &) e
i=1

Exercice 2

Démontrer la formule ci-dessus.

18



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1,...,€ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E 1 pg( Zx]e,
i=1

SF 9 : calculer le projeté — méthode 3 : en b.o.n.

Exemple 1: F = {(x,y,z,t) eR* | x+y=0 et z+t=0}

Déterminer la matrice de pg dans la base canonique.

18



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1,...,€ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E 1 pg( Zx]e,
i=1

SF 9 : calculer le projeté —

méthode 2 : en base qcq

X2
Exemple 2 : F = Ry[X]

Calculer le projeté orthogonal /
de X2 sur F pour le produit 1™\ é’ X :
scalaire

1 F
(P, Q) t—)/o P(£)Q(t) dt

18



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1,...,€ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E 1 pg( Zx]e,
i=1

SF 9 : calculer le projeté —
méthode 2 : en base qcq
X2
Exemple 2 : F = Ry[X]
Calculer le projeté orthogonal

de X2 sur F pour le produit
scalaire

(P,Q)r—>/01Pt

ﬁ\

£ aX + b =pr(X?)

18



1 Projection orthogonale sur un sous-espace

Théoreme 1 : Projeté en base orthonormée

Soit (e1,...,€ep) une base orthonormée de F.

Pour tout x € E 1 pg( Zx]e,
i=1

SF 9 : calculer le projeté —
méthode 2 : en base qcq

& — pPE) oo X2
Exemple 2 : F = Ry[X] I /
Calculer le projeté orthogonal :
de X2 sur F pour le produit 1™\ | é’ X :

scalaire

1 F
(P, Q) t—)/o P(£)Q(t) dt

18



2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est :  d(x, F) =
er.

x

=N
“><
!

N\

(=}
m




2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est : d(x,F) = inf |[x —y]|

o, el
3\
W77 '
,»” :d(XaF)
y\/ H

O




2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est : d(x,F) = inf |[x —y]|
déf. yeF

Théoréme 2

Soit x ¢ Eety € F.Siy# pr(x) :
En particulier :




2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est : d(x,F) = inf |[x —y]|
déf. yeF

Théoréme 2
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En particulier :




2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est : d(x,F) = inf |[x —y]|
déf. yeF

— \\ 4X
\\7( /:
E [[x — pr(x
/ \Lj
Théoréme 2

Soitxe Eetye F.Siy#pe(x): |x—yl| > [x—pe(x)]|
En particulier : [Hx — pr(x) || = d(x, F)]




2 Distance a un sous-espace

Définition 1

Pour x € E, la distance de x a F est : d(x,F) = inf |[x —y]|
déf. yeF

\\7</y ’
— pe(9)|

N
! x
*PF

le vecteur de F
Of (x le plus proche de x

Théoréme 2
Soitxe Eetye F.Siy#pe(x): |x—yl| > [x—pe(x)]|
En particulier : [Hx — pr(x) || = d(x, F)]




2 Distance a un sous-espace

Théoréme 2
Soit x € Eety € F.Siy #pe(x):  lx—yll > lx—pe(x)|

En particulier : [Hx — pr(x) || = d(x, F)]

el
e ix — pr(x) |
\./_J

F(x

le vecteur de F
le plus proche de x

Exercice 3

Démontrer le théoreme.



2 Distance a un sous-espace

Théoréme 2

Soit x € E ety € F.Siy £pr(x) . |x—yll > lx—pr(x)]
En particulier : [Hx — pr(x) || = d(x, F)]

N\
I~ pr ()]

le vecteur de F
le plus proche de x

Exercice 3

Démontrer le théoreme.



2 Distance a un sous-espace

Exercice 4 : Application en analyse

1 2
Trouver a, b € R minimisant : /(a,b) = / ( t> — (at+b) ) dt
0

20



2 Distance a un sous-espace

Exercice 4 : Application en analyse

Trouver a, b € R minimisant : /(a, b) :/ ( t2 — (at + b) ) dt
0

2 k=)
‘\L)* £(x

Pr(

20
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2 Distance a un sous-espace

2

1
Trouver a, b € R minimisant : /(a, b) :/ ( t2 — (at + b) ) dt
0

X

/\/_*/
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2 Distance a un sous-espace

Trouver a, b € R minimisant : /(a, b) :/ ( t2 — (at + b) ) dt
0

X

/\/_*/

20



3 Cas des hyperplans

HL
X
Cadre A° /
= E : espace euclidien
= H : hyperplan de E. r/

= H+ = Vect(a). H O

21



3 Cas des hyperplans

HL
x
Soit x € E. Soit a est un A9 /
vecteur normal a H :




3 Cas des hyperplans

HL

Théoreme 3 " X

Soit x € E. Soit a est un A4 /

vecteur normal a H : !

. (x]a) !
= py(x) =x 5 a X :
lal A Pl

E




3 Cas des hyperplans

HL

Théoreme 3 n X
Soit x € E. Soit a est un A4 /
vecteur normal a H : !

. (x]a) !
= py(x) =x 5 a X .

ol A Pl
7 E

. dpe - 12

[Ell




3 Cas des hyperplans

Théoreme 3

Soit x € E. Soit a est un

vecteur normal é(H|: )
x| a

= pH(x) =x 5 a

all

. d(x, H) = (X3|T)|

Exercice 5

Démontrer ces deux formules.

>

HL

H




3 Cas des hyperplans

HL

<

Soit x € E. Soit a est un
vecteur normal a H :

>

(x12)
I A
(<] 3) il

[

= pH(x) =x—

» d(x,H) =

Exemple 3: P = {(x,y,z) € R} | x+2y —3z =0}
On pose: u=(2,2,1). Calculer :  d(d, P)



3 Cas des hyperplans

Théoreme 3

Soit x € E. Soit a est un

vecteur normal é(H|: )
x| a

» py(x)=x— 5 a
all

. dpe - 12

>

HL

H

[Ell

Exemple 4 : R,[X] muni de (P | Q) = i P(k)Q(k)

k=0

Calculer d(X", H) oti:  H = {P ER[X] | 3 P(K) = o}.
k=0



Algorithme d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt

Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

22



Cadre

= (u1,...,Uy) est une famille libre

us3

==

23



Cadre

» (u1,...,u,) est une famille libre

= On veut la transformer en une famille orthonormée (ey, ..., ep)
€3

\ : uo €2
uq > €1

23



Construction de proche en proche des ¢,

lk:]_: lk:2:

u?

24



Construction de proche en proche des ¢,

s k=1 ., .
| |]
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Construction de proche en proche des ¢,

'k:]_e]_: t .k:262: U2—(U2‘el)el
. o || . |luz — (u2 | e1) e1 ||

24



Construction de proche en proche des ¢,

= k=1: &1l

up

|

c k=2 e u— (| e1) el
' Juz — (u2 | er) et ||

Plus généralement, pour tout k € [2,n] :

u

¢|2

1

1

. 1
1

1

1

1
memadena U]
e1 X

-
(UQ ‘ 61) €1

24



Construction de proche en proche des ¢,

= k=1: &1l

el w2 — (2] @) e |

Plus généralement, pour tout k € [2,n] :

o I =Y

mmmmdesa Uy

(UQ ‘ 61) €1

24



Construction de proche en proche des ¢,

= k=1: &1l

= n k=2: € =
[Jur || uz — (u2 | e1) e ||

Plus généralement, pour tout k € [2,n] :
k—1

= on pose | & = uk—Z(uk lei)ei| =
i=1

U u — (uz | e1) @ ]

J

€ — (UQ ‘ 61)61
""""" a2
o
e 1
€2 o' )
. 1
L4 1
o' !
. 1

L4

Py 1

N Ul
e1 X
|

(UQ ‘ 61)61

24



Construction de proche en proche des ¢,

= k=1: &1l

== ] k =] 2 . 62 =]
[y | Juz — (uz2 | e1) e |
Plus généralement, pour tout k € [2,n] :
k—1 =

= on pose | & = uy — Z (uk | &) ei| = on normalise | ex = ﬁ
— €k
i=1

U u — (uz | e1) @ ]

J

€ — (Uz \ 61)61
""""" a2
e !
L4 1
€ S
* 1
L4 1
e 0
* 1

L4

Py 1

mmmmdeea> U]
€1 X
-

(UQ ‘ 61)61

24



1 La théorie

Construction de proche en proche des ¢,

up

lk:]_: =
T Tul]

m k=2

€2

Nz = (u2 | er) e ||

us — (U2 ‘ el) Ehl ]

Plus généralement, pour tout k € [2,n] :

k—1

= on pose | éx = ug — Z(Uk | &) e
i=1

J

Théoréme 1

(e1,...,ep) orthonormée

= on normalise

&

€l = =
& |l




Construction de proche en proche des ¢,

s k=1 [— . [ “2_(”261)61]

] | e (2] e e
Plus généralement, pour tout k € [2,n] :
k—1 =

= on pose | & = uy — Z (uk | &) ei| = on normalise | ex = ﬁ
— €k
i=1

J

Théoréme 1
(e1,...,en) orthonormée et :
Vk € [1,n], Vect(er,...,ex)= Vect(uy,..., ux).

Exercice 1 : Démontrer par récurrence

P« (e1,...,ex) est une b.o.n. de  Fy = Vect(uy,...,ux)»



Théoréme 2 : Bases orthonormées en dimension finie

On suppose que E est un espace euclidien non réduit a {Og}.

25
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25



Théoréme 2 : Bases orthonormées en dimension finie

On suppose que E est un espace euclidien non réduit a {Og}.
1. L'espace E possede des bases orthonormées.

2. Toute famille orthonormée de E est complétable en une base
orthonormée.

25



Théoréme 2 : Bases orthonormées en dimension finie

On suppose que E est un espace euclidien non réduit a {Og}.
1. L'espace E possede des bases orthonormées.
2. Toute famille orthonormée de E est complétable en une base

orthonormée.

Exercice 2

Démontrer le théoréme.

25



2 La pratique

Exemple 1

1. Prouver que la relation (P | Q) = /1 P(t)Q(t)dt définit bien un
produit scalaire sur R[X]. ’

2. Orthonormaliser grace a I'algorithme de Gram-Schmidt la famille
(1, X, X?).

3. Calculer le projeté orthogonal de X2 sur Ry[X].

26



3 Un exercice classique pour s’entrainer

Exercice 2 : Polyn6mes orthogonaux
Soit n € N*. Pour P, Q € R,[X], on pose (P | Q) = f_ll PQ dx

1. Justifier que (P, Q) — (P | Q) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Justifier qu'il existe une base orthonormée (P, ..., P,) de
R,[X] telle que :  Vk € [0,n] : deg Py = k.

3. Calculer (P, | Q) pour Q € R,_1[X].

4. Montrer que P, posséde n racines distinctes dans [—1,1].

5. On note x; < -+ < X, les n racines distinctes de P,. Montrer
qu'il existe d1,...,0, € R tels que :

VB e R,1[X], [1, B(t)dt = 3" 8:B(x;).
i=1
6. Montrer : VB € Ron_1[X], [, B(t)dt = 3" 8:B(x;).
i=1
7. Démontrer :  Vk € [1,n], 0, > 0.
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3 Un exercice classique pour s’entrainer

Exercice 2 : Polyn6mes orthogonaux
Soit n € N*. Pour P, Q € R,[X], on pose (P | Q) = fil PQ dx

1. Justifier que (P, Q) — (P | Q) est un produit scalaire sur R,[X].

(P . R de

. Justifiergg e une base ortho

deg Pk

ctesjdans [—

nct ontrer

6. Montrer : VB € Ron_1[X], [, B(t)dt = z 5:B(x).
i=1
7. Démontrer :  Vk € [1,n], 0, > 0.
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