Familles de variables aléatoires

Chapitre 32



Dans tout le chapitre

= (2, P) est un espace probabilisé fini

= X,Y et Xq,...,X, sont des variables aléatoires sur .



I Variables aléatoires indépendantes,
covariance

Il Variables aléatoires indépendantes, covariance



1 Indépendance de variable aléatoires

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et
{Y € B} le sont pour tous A C X(Q2) et B C Y(2) ce qui équivaut a :
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Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et
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L] P{XEA}(Y S B) = P(Y S B)
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Définition 1
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Remarque
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L] P{XeA}(YEB):P(YGB)
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1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(Q2) et B C Y(2) ce qui équivaut a :
¥(iJ) € X)X Y(@), PUX=} N {Y=]}) = P(X = )P(Y =)

(Noté : P(X: Y =)))

Remarque

Si X et Y sont indépendantes :
L] P{XeA}(YEB):P(YGB)
= f(X) et g(Y) sont indépendantes

= La définition se généralise a n variables aléatoires avec n > 2



1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(Q2) et B C Y(2) ce qui équivaut a :
¥(iJ) € X)X Y(@), PUX=} N {Y=]}) = P(X = )P(Y =)

(Noté : P(X =i, Y=j)

Lemme des coalitions

Si Xi,..., X, sont indépendantes, alors f(X,...,,Xn) et
g(Xm+1,-..,Xn) le sont aussi.



1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(Q2) et B C Y(2) ce qui équivaut a :
¥(iJ) € X)X Y(@), PUX=} N {Y=]}) = P(X = )P(Y =)

(Noté : P(Xf i, Y =))

Exemple 1

Soient Xi,..., X, indépendantes des lois #(p1), ..., B(pn).
Trouver la loide Z = X;... X,



1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(Q2) et B C Y(2) ce qui équivaut a :
¥(iJ) € X)X Y(@), PUX=} N {Y=]}) = P(X = )P(Y =)

(Noté : P(Xf i, Y =))

Exemple 2

Soit X ~ % ({—1,1}) et Y = 5=
Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.



1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(2) et B C Y(£2) ce qui équivaut a :
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1 Indépendance de variable aléatoires

Définition 1

X et Y sont dites indépendantes si les événement {X € A} et

{Y € B} le sont pour tous A C X(2) et B C Y(£2) ce qui équivaut a :
v(i,j) € X()x Y (Q), HXf@ﬂU’ﬁ)fWX NP =J)

(Noté : P(X =i, Y=j)

Théoréme 1
Si X et Y sont deux variables réelles (ou complexes) indépendantes :
E(XY)=E(X)E(Y)



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes : E(XY) = E(X)E(Y)

Exercice 1

Soient X et S deux variables aléatoires définies sur €2. On suppose
que X et S sont indépendantes et que X ~ A(p) et S ~ AB(n, p).
Montrer que la variable aléatoire T = S + X suit la loi A(n+ 1, p).



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 1

Soient X et S deux variables aléatoires définies sur €2. On suppose
que X et S sont indépendantes et que X ~ %(p) et S ~ Z(n, p).
Montrer que la variable aléatoire T = S + X suit la loi Z(n+ 1, p).

Théoreme 2
On suppose que Xi, ..., X, sont indépendantes et toutes de loi
n

AB(p). On pose S, = > X;.
i=1



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 1

Soient X et S deux variables aléatoires définies sur €2. On suppose
que X et S sont indépendantes et que X ~ %(p) et S ~ Z(n, p).
Montrer que la variable aléatoire T = S + X suit la loi Z(n+ 1, p).

Théoreme 2
On suppose que Xi, ..., X, sont indépendantes et toutes de loi
n

AB(p). On pose S, = > X;.
i=1

Sp ~ AB(n, p)



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 1

Soient X et S deux variables aléatoires définies sur €2. On suppose

que X et S sont indépendantes et que X ~ %(p) et S ~ Z(n, p).

Montrer que la variable aléatoire T = S + X suit la loi Z(n+ 1, p).
Justifie I'interprétation :

LUECEUERE | oi binomiale = Compteur de succes

On suppose que Xi, ..., %G sont indépendantes et toutes de loi
AB(p). On pose S, = > Xi.
i=1
Sn ~ %(na p)




2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 1

Soient X et S deux variables aléatoires définies sur €2. On suppose

que X et S sont indépendantes et que X ~ %(p) et S ~ Z(n, p).

Montrer que la variable aléatoire T = S + X suit la loi Z(n+ 1, p).
Justifie I'interprétation :

LLCCEUERE | oi binomiale = Compteur de succes

On suppose que Xi, ..., %4 sont indépendantes et toutes de loi
AB(p). On pose S, = > Xi.
i=1
Sn ~ %(na p)

Exemple 3 : X et Y indépendantes de loi % ([1,n])

k—1 .
si2< k<n
Etablir: P(X+Y=k)=<{.7 Sk=
( ) {Q”_nﬁﬂ sin+1<k<2n



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 2 : X et Y sont des variables aléatoires réelles
Montrer : V(X4 Y) = V(X)+ V(Y) —|—2(E(XY) — E(X)E(Y)))



2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 2 : X et Y sont des variables aléatoires réelles
Montrer : V(X +Y) = V(X)+ V(Y)+2(E(XY)— E(X)E(Y)))

Théoreme 3 : Pythagore

Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes :
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Exercice 2 : X et Y sont des variables aléatoires réelles
Montrer : V(X +Y) = V(X)+ V(Y) —|—2(E(XY) — E(X)E(Y)))

Théoreme 3 : Pythagore
Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes : V(X +Y) = V(X)+ V(Y)

Remarque

Si Xi1,...,X, sont des v.a.r. indépendantes :




2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 2 : X et Y sont des variables aléatoires réelles
Montrer : V(X +Y) = V(X)+ V(Y) —|—2(E(XY) — E(X)E(Y)))

Théoreme 3 : Pythagore
Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes : V(X +Y) = V(X)+ V(Y)

Remarque

n n

Si Xi,...,X, sont des v.a.r. indépendantes : V(ZX;) = ZV(X,-)
i=1 i=1




2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 2 : X et Y sont des variables aléatoires réelles
Montrer : V(X4 Y) = V(X)+ V(Y) —|—2(E(XY) — E(X)E(Y)))

Théoreme 3 : Pythagore
Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes : V(X +Y) = V(X)+ V(Y)

Remarque

n n

Exercice 3

Démontrer la formule donnant la variance de la loi %(n, p) en
appliquant les deux résultats précédents a S, = X3 +--- + X, ou les
X; sont indépendantes et toutes de loi A(p).




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

On appelle covariance de X et Y le réel

= |cov(X,Y) =

déf. ]

= ou aussi : [cov(X, Y)= ]




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

On appelle covariance de X et Y le réel

» |cov(X,Y) o E((X - E(X)(Y - E(Y))>]

déf

= ou aussi : [cov(X, Y)= ]




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

On appelle covariance de X et Y le réel

» |cov(X,Y) o E((X—E(X)>(Y_E(Y)) ]

déf

= ou aussi : [cov(X, Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

Exercice 4

Démontrer I'égalité des deux expressions de la covariance.



3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

Remarque

= Si X et Y sont indépendantes : cov(X, Y)=



3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

Remarque

= Si X et Y sont indépendantes : cov(X, Y)=0



3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

= |cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y_E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

(X et Y sont dites non corrélées)

Remarque

= Si X et Y sont indépendantes : cov(X, Y)=0




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

= |cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y_E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

(X et Y sont dites non corrélées)

Remarque

= Si X et Y sont indépendantes : cov(X, Y)=0
= En particulier cov(X, X) =




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Définition 2

On appelle covariance de X et Y le réel

= |cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y_E(Y)) ]

déf.

= ou aussi : [cov(X7 Y)=E(XY) — E(X)E(Y)]

(X et Y sont dites non corrélées)

Remarque

= Si X et Y sont indépendantes : cov(X, Y)=0
= En particulier cov(X, X) = V(X)
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Théoréme 4 : Variance d’une somme
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Théoréme 4 : Variance d’une somme
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3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Théoréme 4 : Variance d’une somme

V(X + Y) = V(X) + V(Y) +2cov(X, Y)

Remarque

Plus généralement

V(Xp 4+ Xp) =




3 Covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y

Théoréme 4 : Variance d’une somme

V(X + Y) = V(X) + V(Y) +2cov(X, Y)

Remarque

Plus généralement

V(X +- 4+ X)) =D V(X)) +2 Y cov(Xi, X))
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1 Loi conjointe, marginales

Cadre

X, Y sont des variables aléatoires sur €.

Vocabulaire

Trois notions de loi

Px sur X() Py sur Y(Q) P(x,vy sur (X, Y)()
A~ P(XeA) | B— P(Y eB) (A,B)— P(X €A Y € B)
(P(X - i));ex(g) (P(Y :j))jEY(Q) (P(X =iY :.j))(iJ)eX(Q)XY(Q)

lois marginales de (X, Y)

loi conjointe de X et Y

SF 6 : déterminer la loi conjointe de X et Y revient a

i) Donner les valeurs prises par X et Y
i) Calculer les P(X =1i,Y =j) pour i € X(Q2) et j € Y(Q)




1 Loi conjointe, marginales

SF 6 : déterminer la loi conjointe de X et Y revient a

i) Donner les valeurs prises par X et Y
i) Calculer les P(X =i,Y =) pour i € X(Q2) et j € Y(Q)

Exemple 1 : Déterminer la loi de (X, Y)

On tire simultanément 2 boules dans une urne contenant 3 boules
jaunes, une noire et 6 rouges. X est le nombre de boules jaunes et

Y le nombre de boules noires obtenues.
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Exemple 1 : Déterminer la loi de (X, Y)

i) Donner les

On tire simultanément 2 boules dans une urne contenant 3 boules
jaunes, une noire et 6 rouges. X est le nombre de boules jaunes et

Y le nombre de boules noires obtenues.



1 Loi conjointe, marginales

( Y

Y

©
[EY

X

SF 6 : déterr 0 is |g de X et Y revient a

t Y
i) Calculer les 5 ricX(Q)etjeY(Q)
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Exemple 1 : Déterminer la loi de (X, Y)

i) Donner les 1

G‘H GIN | Wi
Gl=

On tire simultanément 2 boules dans une urne contenant 3 boules
jaunes, une noire et 6 rouges. X est le nombre de boules jaunes et
Y le nombre de boules noires obtenues.
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Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)

10



1 Loi conjointe, marginales

Y
0 1
X .
f la | X,Y)
0 S5 [ 2 ’
15 | 15
1 % 115 boules dans une urne contenant 3 boules
2 % 0 ges. X est le nombre de boules jaunes et
ires obtenues.

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales
Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)

P(X=i)= > P(X=i,Y=))
JEY(Q)

10
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Y
0 1
X .
f la | X,Y)
0 S5 [ 2 ’
15 | 15
1 % % boules dans une urne contenant 3 boules
2 % 0 ges. X est le nombre de boules jaunes et
ires obtenues.

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales
Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)

JjeY(Q) ieX(Q)

P(X=i)= > P(X:i,Y:j)] [P(Y:j): ZP(X:i,Y:j)]

10



1 Loi conjointe, marginales

Y
0 1 X
X .
Ak 1o loi de(X. V)
0 2 £
15 | 15
1 % % boules dans une urne contenant 3 boules
2 % 0 ges. X est le nombre de boules jaunes et
Y ires obtenues.

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales
Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)

JjeY(Q) ieX(Q)

P(X=i)= > P(X:i,Y:j)] [P(Y:j): ZP(X:i,Y:j)]

10



1 Loi conjointe, marginales
D

Y
0 1 X
X .

0 152 [ L %X Y)
15 | 15 15

1 % % % boules dans une urne contenant 3 boules

2 % 0 1i5 ges. X est le nombre de boules jaunes et
4 1 ires obtenues.

Y
5 5 J

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales

Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)
P(X=i)= > P(X=i,Y=)) P(Y=j)= Y P(X=iY=))
JEY(Q) ieXx(Q)

Exercice 1

Démontrer la formule pour le premier point.

10



1 Loi conjointe, marginales
D

1ol 1 |x
X .

R —Elal X,Y)

0 |15 % |15 Lo o det

1 % % % boules dans une urne contenant 3 boules

2 % 0 1i5 ges. X est le nombre de boules jaunes et

Y % % ires obtenues.

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales
Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)
P(X=i)= > P(X=i,Y=)) P(Y=j)= Y P(X=iY=))

JeY(Q) ieX(Q)

Remarque

1. On a toujours : Z Z PX=i,Y=j)=1
ieX(Q) jey(Q)

10



1 Loi conjointe, marginales
D

Y

0 1 X
X .

o =z [z (taleidetX Y)
15 | 15 15

1 % % % boules dans une urne contenant 3 boules
L L |lges. X est le nombre de boules jaunes et
i5 15 J

Y 4 1 ires obtenues.
5 5 J

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales

Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)
P(X=i)= > P(X=i,Y=)) P(Y=j)= Y P(X=iY=))
JEY(Q) ieXx(Q)

Remarque

2. Les lois de X et Y ne permettent pas de retrouver la loi conjointe
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1 Loi conjointe, marginales
D

Y
0 1 X
X .
r(Llaloide (X, )
O L
15
1 % boules dans une urne contenant 3 boules
2 1i5 ges. X est le nombre de boules jaunes et
Y 4 1 ires obtenues.

Théoreme 1 : La loi conjointe donne les lois marginales

Pour tout i € X(R) Pour tout j € Y(Q)
P(X=i)= > P(X=i,Y=)) P(Y=j)= Y P(X=iY=))
JEY(Q) ieXx(Q)

Remarque

2. Les lois de X et Y ne permettent pas de retrouver la loi conjointe
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2 Loi conditionnelle

Vocabulaire

= [oi conditionnelle de Y sachant A :
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2 Loi conditionnelle

Déterminée par : (Pa(Y =)))
V
= Loi conditionnelle de Y sachant A : probabilité B — P4(Y € B).

Vocabulaire JeY(Q)

Utiliser la loi conditionnelle pour trouver la loi :

En général on cherche
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2 Loi conditionnelle

Déterminée par : (Pa(Y =)))
V
= Loi conditionnelle de Y sachant A : probabilité B +— Pa(Y € B).
connaissant les Pyx_j (Y = J)
Utiliser [aToi condltloni\‘"e pour trouver la loi :

Vocabulaire JeY(Q)

En général on cherche| P(Y =) =
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2 Loi conditionnelle

Vocabulaire Déterminée par : (Pa(Y :j))jeY(Q)

v
= Loi conditionnelle de Y sachant A : probabilité B +— Pa(Y € B).

connaissant les Pyx_j (Y = J)
Utiliser [aToi condltloni\‘"e pour trouver la loi :

En général on cherche| P(Y =j)= > P{X n (Y =j)P(X =)
ieX(Q
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2 Loi conditionnelle

Déterminée par : (Pa(Y :j))jeY(Q)
v
= Loi conditionnelle de Y sachant A : probabilité B +— Pa(Y € B).
connaissant les Pyx_p (Y :j)J
Utiliser [aToi condltloni\!\lle pour trouver la loi :

Vocabulaire

En général on cherche| P(Y Z P{X (Y =Jj)P(X =)
ieX(Q

Exemple 2

On dispose de n urnes Uy,..., U,. Pour 1 < k < n, I'urne Uy

contient k boules numérotées de 1 a k. On choisit une urne au
hasard puis on tire une boule au hasard dans I'urne choisie. On note
X est le numéro de I'urne choisie et Y le numéro de la boule.

1. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X = i}.

2. En déduire la loi de Y puis son espérance.
11



2 Loi conditionnelle

Exemple 3 : Ex. 98, banque INP

Une lionne affamée attaque chaque membre d'un troupeau de n
gazelles. Les attaques sont indépendantes et chaque gazelle est
attrapée avec probabilité p € |0, 1].

1. Donner la loi du nombre X de gazelles attrapées par la lionne.
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2 Loi conditionnelle

Exemple 3 : Ex. 98, banque INP

Une lionne affamée attaque chaque membre d'un troupeau de n
gazelles. Les attaques sont indépendantes et chaque gazelle est
attrapée avec probabilité p € |0, 1].

1. Donner la loi du nombre X de gazelles attrapées par la lionne.
Loin d'étre rassasiée, la lionne attaque une seconde fois, dans les
mémes conditions, les n — X gazelles qu'elle n'a pu attraper au
cours de la premiére série d'attaques. On note Y le nombre de
gazelles attrapées cette fois.
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2 Loi conditionnelle

Exemple 3 : Ex. 98, banque INP

Une lionne affamée attaque chaque membre d'un troupeau de n
gazelles. Les attaques sont indépendantes et chaque gazelle est
attrapée avec probabilité p € |0, 1].

1. Donner la loi du nombre X de gazelles attrapées par la lionne.
Loin d'étre rassasiée, la lionne attaque une seconde fois, dans les
mémes conditions, les n — X gazelles qu'elle n'a pu attraper au
cours de la premiére série d'attaques. On note Y le nombre de
gazelles attrapées cette fois.

2. Soit i € [0, n]. Donner la loi conditionnelle de Y sachant {X = i}
3. On pose Z = X + Y. Montrer que Z ~ %(n,2p — p?).
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3 Espérance d’un produit

Cadre

X, Y sont a valeurs complexes. La formule de transfert s'écrit :

[E(f(X, Y)) = ]
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3 Espérance d’un produit

Cadre

X, Y sont a valeurs complexes. La formule de transfert s'écrit :

[E(f(X,Y)) S Y fGL)PX =i, Y =)

ieEX(Q)jeY(Q)

Théoreme 2 : Espérance de XY
EXY)= > > ijPX=i,Y=))

iEX(Q)jeY(Q)




3 Espérance d’un produit

Cadre
X, Y sont a valeurs complexes. La formule de transfert s'écrit :

[E = > > fij)P( ,Yj)]

i€EX(Q)jeY(Q)

Théoreme 2 : Espérance de XY

oY ijP(X=i,Y=))

i€EX(Q)jeY(Q)

Exercice 2
Montrer que si X et Y sont indépendantes : E(XY) = E(X)E(Y).
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Il Compléments : inégalités
probabilistes

I Compléments : inégalités probabilistes
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X est une variable aléatoire réelle sur (2, P).

15}



1 Inégalité de Markov

Théoreme 1 : Inégalité de Markov

Si X est alors, pour tout a > 0 :
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1 Inégalité de Markov

Théoreme 1 : Inégalité de Markov
Si X est alors, pour tout a > 0 : P(X > a) < 509
' ' — '~ 2




1 Inégalité de Markov

Théoreme 1 : Inégalité de Markov

E(X)
Si X est iti lors, tout a>0: P(X >
i X est | positive | alors, pour tout a [ (X>a a

IA

Exercice 1 : « La ruse de l'indicatrice »

Démontrer I'inégalité de Markov.
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1 Inégalité de Markov

Théoreme 1 : Inégalité de Markov

IA

E(X
Si X est alors, pour tout a > 0 : [P(X > a) (X)

Exemple 1 : X ~ %(n, p)

En appliquant I'inégalité de Markov, a une variable judicieusement
choisie, montrer :

Vt,e > 0, P(X —np > ng) ”tEE( (X—np))

16



2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 2 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Pour tout a > 0 :
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2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 2 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Pour tout a > 0 :
P(IX - E(X)| > a) <
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2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 2 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Pour tout a > 0 :

Exercice 2

Démontrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev en appliquant
I'inégalité de Markov a une variable aléatoire Z bien choisie

17



2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 2 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Pour tout a > 0 :

V(X)
P(IX—E(X)|>a) <
(‘ (X) = a) =" 2
Exemple 2 : Xi,..., X, sont des v.a. réelles i.i.d.

On note m leur espérance et o leur écart-type et on pose
n
S = ZXk' A I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
k=1 ,

établir : Ve > 0, P<‘5n—m‘25)<02.
n ne

17



3 Théoréeme d’approximation polynomiale de Weierstrass

Cadre

f :[0,1] — R est une fonction continue
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Cadre
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Objectif
Trouver une suite (pp)nen de fonctions polynomiales vérifiant
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3 Théoréeme d’approximation polynomiale de Weierstrass

Cadre
f :[0,1] — R est une fonction continue

Objectif
Trouver une suite (pp)nen de fonctions polynomiales vérifiant
If —pnllc — 0
n——+400

Les polyndmes de Bernstein

Pn i X Zn:f(ﬁ) (Z)xk(l — x)"k
k=0

18



3 Théoréeme d’approximation polynomiale de Weierstrass

Exemple 3 : Polyndmes de Bernstein

1. Soite >0, n € N* et x € [0, 1] fixés. On se donne une variable
aléatoire S, de loi binomiale Z(n, x).

VX,_)/E[O,].]., |X_y|§Oé:> |f()()_f(.)/)|§“5

a) Montrer que :  |pa(x) — f(x)| < E(‘f(i”) — f(x)

b) Justifier I'existence de o € R*. tel que :

n
— =X
n

c) Montrer que E(‘f(i") — f(x)‘]lA) <eol A= {

<al

d) En déduire que :  |py(x) — f(x)| < e+ H2 !;0

2. Montrer que ||f — pp oo i 0
——+00

19



3 Théoréeme d’approximation polynomiale de Weierstrass

Exemple 3 : Polyn6mes de Bernstein

1. Soite >0, ne N* et x € [0, 1] fixés. On se donne une variable
aléatoire S, de loi binomiale #(n, x).

d) En déduire que :

2. Montrer que ||f — pnlloo nd 0

20
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