Variables aléatoires

Chapitre 31



Dans tout le chapitre

= est un univers fini.

= P est une probabilité sur €.



[l Loi d’une variable aléatoire

I Loi d’une variable aléatoire



1 Généralités

Une variable aléatoire sur 2 est :
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Définition 1
Une variable aléatoire sur Q est : une application X de Q dans un
ensemble E
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Exemple 1

On lance deux fois un dé équilibré on peut choisir pour univers

Q = [1,6]° La fonction X :« somme des deux résultats obtenus »
est une variable aléatoire. L'ensemble X(£2) de toutes les valeurs
prises par X est :
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Exemple 1

On lance deux fois un dé équilibré on peut choisir pour univers

Q = [1,6]° La fonction X :« somme des deux résultats obtenus »
est une variable aléatoire. L'ensemble X(£2) de toutes les valeurs
prises par X est : X(Q) = [2,12].
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Exemple 2 : On lance une piéece n fois d’affilée

On note X le numéro du premier lancer qui donne pile si I'on
obtient au moins un pile et on pose X = n+ 1 sinon. L'ensemble de
toutes les valeurs prises par X est :
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Exemple 2 : On lance une piéece n fois d’affilée

On note X le numéro du premier lancer qui donne pile si I'on
obtient au moins un pile et on pose X = n+ 1 sinon. L'ensemble de
toutes les valeurs prises par X est : X(Q) =[1,n+1]
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XeAl =
{ } déf.
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= Pour tout A C E, I'événement X ~1(A) est noté {X € A} :
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é
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Notations

Soit X une variable aléatoire sur € a valeurs dans E.

= Pour tout A C E, I'événement X ~1(A) est noté {X € A} :
{XGA} {MEQ|X()€A}

= Pourtout ke E: {X =k} :{w€Q|X(w):k}
» SiE=R: {X<k} {WGQ\X()</<}

s.c.e. associé a X
Remarque

({X = k})kex(q) forment un : systéme complet d'événements

Exercice 1 : Montrer que Px est une probabilité sur X(Q)

Px est définie sur Z2(X(Q)) par:  Px(A) = P(X € A) pour tout
A C X(Q)
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= Loi de X : la probabilité Px sur X(£).
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z
= Loi de X : la probabilité Px sur X(£).

= Distribution de probabilités de X : la famille  (P(X = k))keX(Q)

SF 1 : déterminer la loi de X revient a

i) Donner les valeurs prises par X.
ii) Calculer les P(X = k) pour k € X().

Exemple 3 : Déterminer la loi de X

On lance un dé équilibré et on note X le résultat obtenu.



2 La pratique : déterminer la loi de X

Px(A) = P(X € A)=>_ P(X

Vocabulaire keA
/

= Loi de X : la probabilité Px sur X(£).

= Distribution de probabilités de X : la famille  (P(X =

k))keX(Q)

SF 1 : déterminer la loi de X revient a

i) Donner les valeurs prises par X.
ii) Calculer les P(X = k) pour k € X().

Exemple 4 : Déterminer la loi de X

On lance n fois une piéce donnant pile avec probabilité p € ]0, 1].
On note X le numéro du premier lancer qui donne pile si I'on
obtient au moins un pile et on pose X = n+ 1 sinon.
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= Loi de X : la probabilité Px sur X(£).
= Distribution de probabilités de X : la famille  (P(X =

k))keX(Q)

SF 1 : déterminer la loi de X revient a

i) Donner les valeurs prises par X.
ii) Calculer les P(X = k) pour k € X().

Exemple 5 : Déterminer la loi de X

Une urne contient deux boules blanches et n — 2 boules rouges que
I'on tire une a une sans remise. On note X le rang de sortie de la
premiére boule rouge.
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Stratégie a retenir avec un maximum

Exemple 6 : Déterminer la loi de X.

On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne de
n boules numérotées de 1 a n. On note X le plus grand des deux
numéros obtenu.
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2 La pratique : déterminer la loi de X

Stratégie a retenir avec un maximum

Exemple 6 : Déterminer la loi de X.

On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne de
n boules numérotées de 1 a n. On note X le plus grand des deux
numéros obtenu.

Une astuce classique si X est a valeurs entiéres

P(X=k) = P(X<k) — P(X<k—1)

mais pas||la k — 1

inférieur 3 k




2 La pratique : déterminer la loi de X

Exercice 2 : Loi de la variable aléatoire 7(X) = foX

Montrer que la loi de f(X) est donnée par :

Vy € f(X(Q)), |P(F(X)=y)= > P(X=k)
kef=1({y})
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n
et : Zpk =1
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Un probléme de rigueur? \/

L'énoncé d'un exercice donne une famille (px)o<k<n et « définit »

une variable aléatoire X par :
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Remarque « culturelle » hors programme

vérifiant :

Vke[0,n], px>0

n
et : Zpk =1
k=0

Un probléme de rigu ur? \/

L'énoncé d'un exercice|donne une famille (px)o<k<n et « définit »

une variable aléatoire X par :

« Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n] telle que :
Vke[0,n], P(X =k)=pk »

N\
il existe un espace probabilisé (22, P)
et une v.a. X sur Q d'image [0, n]
dont la distribution de proba est (px)o<k<n
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Cadre

= (§, P) est un espace probabilisé fini

= X et Y sont des variables aléatoires complexes sur
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Définition 1
L'espérance de X est le complexe :  E(X)= Z kP(X = k)

Exemple 1
Si X est constante de valeur a:  E(X)=a

Exemple 2 : Calculer £(X)

On lance n fois une piéce donnant pile avec probabilité p € 0, 1].
On note X le numéro du premier lancer qui donne pile si I'on
obtient au moins un pile et on pose X = n+ 1 sinon.
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Définition 1

L'espérance de X est le complexe :  E(X)= Z kP(X = k)
keX(R)

Exemple 1

Si X est constante de valeur a:  E(X)=a

Exemple 3 : Mines 2018

On suppose que X est a valeurs dans [1, n].
Montrer que pour tout me [1,n] :  E(X) < m—1+nP(X > m).
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Si X est constante de valeur a:  E(X)=a

Exercice 1 : Une autre expression de I’espérance

Montrer que : [ Z X(w)P({w})

weN
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Exercice 1 : Une autre expression de I’espérance

Montrer que : [ Z X(w)P({w}) ]

weN

Théoreme 1 : Propriétés de I'espérance

1. Linéarité. Pour tous a, b € C
E(aX 4+ bY) =aE(X)+ bE(Y) et E(aX+b)=aE(X)+b
2. Inégalité triangulaire. |E(X)| < E(|X])

3. Si X et Y sont réelles = Positivité. Si X>0: E(X)>0
» Croissance. Si X <Y : E(X) < E(Y)

Exercice 2

Démontrer le point 1 (linéarité).
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Montrer que : [ Z X(w)P({w})
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Théoreme 1 : Propriétés de I'espérance
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E(aX 4+ bY) =aE(X)+ bE(Y) et E(aX+b)=aE(X)+b
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Exercice 1 : Une autre expression de I’espérance

Montrer que : [ Z X(w)P({w})

weN
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1. Linéarité. Pour tous a, b € C
E(aX 4+ bY) =aE(X)+ bE(Y) et E(aX+b)=aE(X)+b
2. Inégalité triangulaire. |E(X)| < E(|X])

3. Si X et Y sont réelles = Positivité. Si X>0: E(X)>0
» Croissance. Si X <Y : E(X) < E(Y)

“* Attention 4
Pour le produit, en général : E(XY)XE(X E(Y
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Exercice 1 : Une autre expression de I’espérance

Montrer que : [ Z X(w)P({w})

weN

Théoreme 1 : Propriétés de I'espérance

1. Linéarité. Pour tous a, b € C
E(aX 4+ bY) =aE(X)+ bE(Y) et E(aX+b)=aE(X)+b
2. Inégalité triangulaire. |E(X)| < E(|X])
3. Si X et Y sont réelles = Positivité. Si X>0: E(X)>0
» Croissance. Si X <Y : E(X) < E(Y)

Exemple 4

On lance deux fois un dé équilibré. En moyenne, combien vaut la

somme des deux résultats ?
12
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Théoréme 2 : Formule de transfert

Soit f : | — C. On suppose que X est a valeurs dans /. Alors :

E(f(X))= > f(kP(X=k)

kEX(Q)

Exercice 3

Démontrer cette formule.
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Exemple 5 : On lance un dé équilibré

On note X le résultat obtenu.  Calculer :  E(X?) et E(eX).



1 Espérance

Théoréme 2 : Formule de transfert

Soit f : | — C. On suppose que X est a valeurs dans /. Alors :

E(f(X))= > f(kP(X=k)

kEX(Q)

Exemple 6 : Inégalité de Jensen

Soit / un intervalle, f € €(/,R), concave et X une variable aléatoire
a valeurs dans /.
a) Montrer que E(X) €/

b) Montrer que :  E(f(X)) < f(E(X))
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Définition 2

» La variance de X est le réel positif : V(X) = E(( - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variance

1. Formule de Koenig-Huygens :
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» La variance de X est le réel positif : V(X) = E(( - E(X))2>
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Ve e e ce e X]

=
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Ve e e ce e X]

=
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?

2. Pour tous a,b € R :
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Ve e e ce e X]

=
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancel Vet e e ce [N X]

=
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).

¢ Attention 4%*

En général :
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2 Variance

- « Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »
Définition 2

» La variance de X est le réel positif : V(X) = E(( - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancel Vet e e ce [ X]

/
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).

“* Attention “*
En général 1 V(X + Y)xV(X) +V(Y)
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Vet e e ce [ X]

/
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).
“* Attention 4
En général 1 V(X + Y)XV(X) +V(Y)

Exercice 4

Démontrer les deux relations du théoréme.
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2 Variance

- « Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »
Définition 2

» La variance de X est le réel positif : V(X) = E(( - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Vet e e ce [ X]

/
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).

“* Attention 4*

En général : V(X + Y)xV(X) +V(Y)

Exemple 7 : X(Q2) =[1,n] et P(X = k) = Ak pour k € [1,n]
a) Calculer A. b) Calculer E(X). c) Calculer V(X).
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2 Variance

- « Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »
Définition 2

» La variance de X est le réel positif : V(X) = E(( - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancel Vet e e ce [ X]

/
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).
‘¢ Attention ¢
En général 1 V(X + Y)xV(X) +V(Y)

Exemple 8 : X une variable aléatoire réelle centrée

Montrer que :  E(|X]) < /V(X).
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2 Variance

« Moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Définition 2
» La variance de X est le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2>

» L'écart-type de X est :  o(X) = /V(X)

Théoreme 3 : Propriétés de la variancefl Vet e e ce [ X]

/
1. Formule de Koenig-Huygens : V/(X) = E(X?) — E(X)?
2. Pourtous a,b€R: V(aX + b) = a>V(X).

“* Attention 4
En général 1 V(X + Y)XV(X) +V(Y)

Exercice 5 : On suppose que V/(X) # 0

Montrer que Y = X;(EX()X) vérifie : [E(Y) =0 et V(Y)= 1]-
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1 I a1 uinifarmao

Situation modéle :
« On choisit au hasard ... »

L/CIiiILIvIl 1

X suit la loi uniforme sur [1,n], noté X ~ % ([1,n]) s

» X est avaleursdans [1,n] = Vke([l,n], PX-=

n+1

Espérance et variance de X : | E(X) = >

(PX est la proba. uniforme sur E
Generalisation | [ ~ 7/ (E), loi uniforme sur E, si
s

= X est a vale

dans un ensemble fini E

\A\ « nb. de cas favorables »
n |[P(XEA
(XeA) = |E| ™ «nb. de cas possibles »
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Loi uniforme sur E

X ~([1,n]) P(X =k)=+

X~ ([0, nl)
X ~ 7 (E)

1 l ai unifarmao

Situation modéle :
« On choisit au hasard ... »

L/CIiiILIvIl 1

X suit la loi uniforme sur |1,

» X estavaleursdans [1,n] =Vke[l,n], P(X=k) = -
n

Espérance et variance de X : | E(X) = >

n+1 n2—1]

(PX est la proba. uniforme sur E
Generalisation | [ ~ 7/ (E), loi uniforme sur E, si
s

dans un ensemble fini E

\A| « nb. de cas favorables »
|E| ™ «nb. de cas possibles »

= X est a vale

« [P(XeA) =
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1 l ai unifarmao

Situation modéle :

Loi uniforme sur E

« On choisit au hasard ... »

X~([1,n]) | P(X=k) =1
X~ ([0,0]) | P(X = k) = 11

L/CIiiILIvIl 1

X suit la loi uniforme sur |1,

X ~ % (E)

= X est a valeurs dans [[1, n]

Espérance et variance de X :

“Vke[l,n), P(X=k =
n n? —
Ex)= v =" 1]

(PX est la proba. uniforme sur EJ

= X est a vale

dans un ensemble fini E

Generalisation | [ ~ 7/ (E), loi uniforme sur E, si
s

« [P(XeA) =

\A| « nb. de cas favorables »
|E| ™ «nb. de cas possibles »
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1 I a1 uinifarmao

Situation modéle :
« On choisit au hasard ... »

L/CIiiILIvIl 1

X suit la loi uniforme sur |1,

Loi uniforme sur E

= X est a valeurs dans [[1, n]

Espérance et variance de X :

(PX est la proba. uniforme su

X~([1,n]) | P(X=k) =1
X~ ([0,0]) | P(X = k) = 11
X~%(E) | P(X=K) =}
= Vk e [1,n], P(fzk)zé
n n? —
E(X) = erl V(X) = 121]
rEJ

Generalisation | [ ~ 7/ (E), loi uniforme sur E, si
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1 I a1 uinifarmao

Situation modéle :

Loi uniforme sur E

« On choisit au hasard ... »

L/CIiiILIvIl 1

X suit la loi uniforme sur |1,

= X est a valeurs dans [[1, n]

Espérance et variance de X :

X~%([L,n]) | PX=k=1
X~ %([0,n]) | P(X=K) = 315
X~ U (E) P(X = k) = \%I )
» Vk € [1,n], P()?:k):%
n n2 —
Ex)="2% v = 121]

(PX est la proba. uniforme sur E

7 (E), loi uniforme sur E, si

Genéralisation | [ ~ ,
= X est a vale s dans un ensemble fini E

« [P(XeA) = i

« nb. de cas favorables »

[E|

« nb. de cas possibles »

Exercice 1

Démontrer la formule donnant E(X), et calculer V/(X)
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Exemple 1 : Combien en moyenne doit-il essayer de clés ?

Un gardien posséde n clés et doit ouvrir une porte dans le noir.
On suppose qu'il n'utilise jamais deux fois la méme clé.
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Un gardien posséde n clés et doit ouvrir une porte dans le noir.
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Exemple 2 : X, ~ Z([1,n])
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Un

On|Z ~ % (U,) signifie : éme clé

Ex

Soit f € €([0, 1], ¥ £ Déterminer : lim E(f(&»
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Exemple 1 : Combien en moyenne doit-il essayer de clés ?

Un orte dans le noir
On|Z ~ % (U,) signifie : éme clé
= Z est a valeurs dans {wp,...,wp—1}
Ex
Soit f € €([0, 1], P £ Déterminer : lim E(f(&))
n—-o0o n

Exemple 3 : Qalculer : E(Z) et E(argZ)

La variable Z suit la loi uniforme sur U, ou n > 2

17



Exemple 1 : Combien en moyenne doit-il essayer de clés ?

Un orte dans le noir
On|Z ~ % (U,) signifie : éme clé
= Z est a valeurs dans {wp,...,wp—1}
Exdu Yk e[0,n—1], P(Z=w)=1 .
Soit f € €([0, 1], P £ Déterminer : nll)TooE(f(Y)).

Exemple 3 : Qalculer : E(Z) et E(argZ)

La variable Z suit la loi uniforme sur U, ou n > 2
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Définition 2

X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, noté X ~ ZA(p) si :

= X est a valeurs dans {0, 1}

» P(X=1)=p etdonc PX=0)=1-p

Espérance et variance de X : [E(X) =3 V(X)=p(l- p)]




2 Loi de Bernoulli

Indicateur de succeés :
« X =1si..et0sinon»

Définition 2

X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, noté X ~ ZA(p) si :
= X est a valeurs dans {0, 1}

» P(X=1)=p etdonc PX=0)=1-p
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2 Loi de Bernoulli

Indicateur de succeés :
« X =1si..et0sinon»

Définition 2

X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, noté X ~ ZA(p) si :

= X est a valeurs dans {0, 1}

» P(X=1)=p etdonc PX=0)=1-p

Espérance et variance de X : [E(X) =3 V(X)=p(1l- p)]

Exercice 2

Démontrer les formules sur |'espérance et la variance.
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L'indicatrice de I'événement A est la variable aléatoire 1 4.
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2 Loi de Bernoulli

Définition 3
Soit (2, P) un espace probabilisé et A C Q.
L'indicatrice de I'événement A est la variable aléatoire 1 4.
s Ipa~%B(p) ou: p=P(A) » P(A) = E(1,)
o
(P(1a=1) = P(A) ]

Exemple 4 : On lance n fois une dé.

Pour i € [1, n], on note A; I'événement « Le /¢ lancer vaut 6 ».
Que représente la variable S, =14, +---+ 14,7



2 Loi de Bernoulli

Soit (2, P) un espace probabilisé et A C Q.

L'indicatrice de I'événement A est la variable aléatoire 1 4.
s Ipa~%B(p) ou: p=P(A) » P(A) = E(1,)

Exemple 5 : 0 ~ % (S,)

a) On note A; I'événement {o(i) = i}. Calculer P(A;)).
b) On note F le nombre de points fixes de o. Calculer E(F)



2 Loi de Bernoulli

o ~ % (Sy) signifie :

= o est a valeurs dans S,

Définition

bilisé et A C Q.
nt A est la variable aléatoire 1 4.
p=P(A) = P(A)=E(La)

Soit (2, P) un espace pr
L'indicatrice de |'événe
= 1po~%A(p) ou:

Exemple 5 : 0 ~ % (S,)

a) On note A; I'événement {o(i) = i}. Calculer P(A;)).
b) On note F le nombre de points fixes de o. Calculer E(F)
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2 Loi de Bernoulli

o ~ % (Sp) signifie :
= o est a valeurs dans S,
s P(c € A) = 0b: de permutations de A

n!

Définition

bilisé et A C Q.
nt A est la variable aléatoire 1 4.
p=P(A) = P(A)=E(La)

Soit (2, P) un espace pr
L'indicatrice de |'événe
= 1po~%A(p) ou:

Exemple 5 : 0 ~ % (S,)

a) On note A; I'événement {o(i) = i}. Calculer P(A;)).
b) On note F le nombre de points fixes de o. Calculer E(F)
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2 Loi de Bernoulli

Définition 3
Soit (2, P) un espace probabilisé et A C Q.

L'indicatrice de I'événement A est la variable aléatoire 1 4.
s Ipa~%B(p) ou: p=P(A) » P(A) = E(1,)

Exemple 6 : Mines 2018

On suppose que X est a valeurs dans [1, n].
Montrer que pour tout me [1,n] :  E(X) < m—1+nP(X > m).
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3 Loi binomiale

Définition 4

X suit la loi binomiale de paramétre (n, p), noté X ~ A(n,p) si :

= X est a valeurs dans [0, n]
= Vke[0,n], P(X=k)= (Z)p"(l —p)"

Espérance et variance de X :



3 Loi binomiale

Définition 4

X suit la loi binomiale de paramétre (n, p), noté X ~ A(n,p) si :

= X est a valeurs dans [0, n]

» Yke[0,n], P(X=k)= (Z) pk(1 — p)n—k

Espérance et variance de X : [E(X) = np V(X) =np(l- p)]




X compte le nombre de « succes » sur n répétitions :

X suit la loi binomiale de paramétre (n, p), noté X ~ A(n,p) si :

= X est a valeurs dans [0, n]

» Yke[0,n], P(X=k)= (Z) pk(1 — p)n—k

Espérance et variance de X : [E(X) = np V(X) =np(1l— p)]
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X compte le nombre de « succes » sur n répétitions :

= Les n répétition sont indépendantes

X suit la loi binomiale de paramétre (n, p), noté X ~ A(n,p) si :

= X est a valeurs dans [0, n]

» Yke[0,n], P(X=k)= (Z) pk(1 — p)n—k

Espérance et variance de X : [E(X) = np V(X) =np(l- p)]
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X compte le nombre de « succes » sur n répétitions :
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X compte le nombre de « succes » sur n répétitions :

= Les n répétition sont indépendantes

= A chaque répétition, succes avec probabilité p

X suit la loi binomiale de paramétre (n, p), noté X ~ A(n,p) si :

= X est a valeurs dans [0, n]

» Yke[0,n], P(X=k)= (k) pk(l o p)nfk

Exercice 3

1. Vérifier que les relations de la définition ci-dessus définissent une
distribution de probabilité.

2. Démontrer la formule donnant I'espérance de la loi %(n, p).
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