Il Formules de Taylor « globales » Approximations

* Cadre.*neIN e[ estunintervalle non vide, non réduit a un point *a,bel < f:I — Kestune fonction

1 Formule de Taylor a reste intégral

Théoréeme 1 : Formule de Taylor a reste intégral \

Si f est de classe """ sur I :
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Exercice 1 — Démontrer cette formule par récurrence sur 7.

* Rappel. Lorsque f est €”, la formule de Taylor-Young s’écrit :

SF 12 : Majorer ou minorer f(x) par des polyndmes

On peut appliquer la formule de Taylor a reste intégral a f puis majorer ou minorer le reste intégral en utilisant
la croissance de l'intégrale.
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Exemple 1 — Montrer que pour tout x € R, : X=— <In(l+x)<x- o e

2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 2 : Inégalité de Taylor-Lagrange ~\

Si f est de classe €' sur I et si M,,,; majore |f(”+1)| sur [a,b] (ou [b,a]) :
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Exercice 2 — Etablir cette inégalité a 'aide de la formule de Taylor a reste intégral.

En pratique : appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange lorsque f est une fonction explicite

I est important de comprendre que le majorant M, ; du théoréme est a trouver :
* On calcule f(*+1)
¢ On essaie de majorer |f(”“)(t)| par une constante lorsque t € [a, b].
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Exemple 2 &@#&) — 1. En appliquant I'inégalité ci-dessus a I’exponentielle, montrer que E T o &
' n—+c0
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2. En appliquant l'inégalité ci-dessus une fonction f bien choisie, montrer que pour tout z€ C: E o e e*.
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3 Bilan sur les formules de Taylor

" (k) (g
» Cadre. Chaque formule estime I’écart : R, (x) = f(x)— ! k!( )(x—a)k entre f et son polyndme de Taylor
k=0
Formules de Taylor
Formule Taylor-Young Taylor a reste intégral Taylor Lagrange
X(x_t)n |x—a|”+1
. _ Y _ (n+1)
Expression R, (x) = 0((x a) ) R,(x) = L — f (t)dt |Ry(x)] < x 1) sl
Hypothese | f est de classe € sur [ f est de classe ¢! sur I f est de classe €"*! sur I
Intérét estimation locale expression exacte sur I tout entier | estimation sur I tout entier
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