
MATRICES III I 1 Image et noyau d’une matrice A ∈Mn,p(K)I Théorie du rang Matrices – niveau 3
1 Image et noyau d’une matrice A ∈Mn,p(K)
• Notation. Les vecteurs colonnes de A sont les p éléments deKn : Cj = (a1j , . . . , anj ) pour j ∈ ⟦1 ,p⟧

Les vecteurs lignes de A sont les n éléments deKp : Li = (ai1 , . . . , aip) pour i ∈ ⟦1 ,n⟧

Exercice 1 — On pose : A =
(

3 1 −4
−3 −1 4

)
. Déterminer une base de ImA et une base de KerA.

• ImA = Vect(C1 , . . . , Cp) • KerA est l’ensemble des solutions du système : AX = 0 d’inconnue X ∈Mp,1(K)

En pratique

On suppose que A ∈Mn(K). Alors A est inversible ssi :

Théorème 1 : Critère AX = 0

• Conséquence. A ∈Mn(K) est inversible ssi (C1, . . . ,Cn) est :
Exercice 2 — Démontrer le théorème.
Exercice 3 — On suppose que pour tout i ∈ ⟦1 ,n⟧ :

∣∣∣ai,i ∣∣∣ >∑
j,i

∣∣∣ai,j ∣∣∣. Montrer que A est inversible.
2 Rang d’une matrice A ∈Mn,p(K)

On appelle rang deA le rang dansKn de :

Définition 1

• Remarque. Autrement dit : rg(A) =

Exercice 4 — Montrer : a) rg(A) ≤min(n,p) b) ∀B ∈Mp,q(K), rg(AB) ≤min(rg(A),rg(B))

c) ∀P ∈ GLn(K), rg(PA) = rg(A) d) ∀Q ∈ GLp(K), rg(AQ) = rg(A)

On suppose que A ∈Mn(K) . Alors A est inversible ssi :

Théorème 2 : Inversibilité et rang

• Conséquence. A ∈Mn(K) est inversible ssi (C1, . . . ,Cn) est :
Exercice 5 — Démontrer le théorème.

Soit (E,B) unK-e.v. de dimension finie muni d’une base et F = (u1, . . . ,up) ∈ Ep : rg(F ) =

Théorème 3 : Lien avec le rang d’une famille de vecteurs

Soit (E,B) et (F,C ) deuxK-e.v. de dimension finie munis de bases et f ∈L (E,F) : rg(f ) =

Théorème 4 : Lien avec le rang d’une application linéaire

• • Le rang de A est aussi le rang de :

Théorème 5 : Rang de la transposée (Admis provisoirement)

3 Rang et matrices extraites de A ∈Mn,p(K)

Une matrice extraite de A est une matrice obtenue en supprimant certaines lignes et certaines colonnes de A.

Définition 2

Le rang de A est la taille maximale des matrices carrées inversibles extraites de A.
Autrement dit, pour tout r ∈N : rg(A) ≥ r ssi

Théorème 6

Exemple 1 — On pose A =


1 4 9 2
1 3 1 7
8 0 5 1
9 0 0 2

 Montrer sans aucun calcul que rg(A) ≥ 3.

4 Méthode de Gauss pour le calcul du rang
• Remarque. Les opérations élémentaires conservent le rang.
• Vocabulaire. Une matrice est échelonnée si elle a la forme ci-contre :
Exercice 6 — Montrer que cette matrice est de rang r

On transforme A en une matrice échelonnée par opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes

SF 9 : Calculer le rang par opérations élémentaires

Exemple 2 — Rang de : a)


1 1 1 1 0
2 1 4 3 1
3 1 7 5 2
4 1 10 7 3

 b)

 0 0 1 2
1 4 −1 −2
−2 −8 4 1



d1

d2

. . .

dr




0

0 0

r

r

n

p

coefficients
quelconques
coefficients

quelconques

d1 , . . . ,dr sont
tous non nuls


