Probabilité

¢ Cadre. Q) est un univers fini: Z?(Q) est 'ensemble de tous les événements liés a I’expérience.

1 Définition d’'une probabilité

Définition 1

Une probabilité sur Q) est :
i) ii)

» Vocabulaire. On dit que (Q, P) est un espace probabilisé (fini).

* Remarque. Pour tout événement A : 0<P(A)<1.
Théoréme 1 : Propriétés des probabilités \
Soit P une probabilité sur Q et soient A, B e Z(Q): -[ ]

{ | CE— |

*SiAy,A,,..., A, e Z(Q), sont | deux a deux incompatibles :

. J
« Remarque. Avec A=Q,onaA=g@et P(A)=1donc: P(@)=0

Exercice 1 — Démonter les formules du théoréme

2 Exemples de probabilités

Définition 2
CardA
CardQ)
onsequence. Avec cette probabilité, le calcul des probabilités se ramene a des dénombrements.

Exercice 2 — On lance 4 fois un dé équilibré. Quelle est la probabilité d’obtenir 4 numéros différents?

La probabilité uniforme sur Q) est l'application P: A~ i.e. P(A) =

* Remarque. La probabilité uniforme n’est pas la seule probabilité que I'on peut définir sur (). Le théoreme
suivant décrit toutes les probabilités P : 22(Q)) — [0, 1] que 'on peut définir sur un univers Q = {w, w», ..., w,}.

Théoréme 2 \

Soient py,p2,...,pn € R tels que : . .

Il existe une unique probabilité P sur Q) telle que :

Cette probabilité est définie pour tout A € Z(Q) par :

. Vocabulaire. Une distribution de probabilité sur un ensemble fini £ est une tamille d’élements de [0, 1J]
indexée par E et dont la somme est égale a 1.
» Conséquence. Pour définir une probabilité P sur Q il suffit de définir la distribution de probabilité des

événements élémentaires (P({wl }),...,P({a)n}))

Exercice 3 D¢ trugué — On lance un dé dont la probabilité d’obtenir la face k est proportionnelle a k.

Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair?

Exercice 4 — Une urne contient des boules numérotées de 1 jusqu’a 2n avec : une boule numérotée « 1 », deux
boules indiscernables numérotées « 2 », ..., 2n boules indiscernables numérotées « 2n ».

1. Définir un univers () et une probabilité sur () modélisant le tirage d'une boule dans cette urne.

2. Calculer la probabilité de I'’événement A : « On tire une boule de numéro pair ».

3 Probabilité « sachant » ¢ Cadre <P est une probabilité sur Q

Définition 3

Soit A € Z(Q) tel que P(A) > 0. Pour tout B € #(Q), la probabilité de B sachant A est :

+ Remarque. L'application P, est une probabilité sur Q). Le théoréme 1 assure donc que :  P4(B) =

“* Attention %* N’inventez pas de formules qui ne sont pas dans le théoreme 1, parex. :  Pg(B) #
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