Approximations

m Sommes de Riemann

Exercices

1 Etudier les limites des suites de termes généraux :
% n
k /n
A=) b)wn—l_[(“ ©) tn = Zkz
= k=n+1
n
2 Trouver un équivalent de S, = Z\/E :
*k —
a) En utilisant une somme de Riemann k=l
b) Par comparaison somme-intégrale
3 Smtfe‘f[o 1], R) et g€ €1([0,1],R).
- Mlaal
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Montrer : —Zf n_)+oo Jfg
TC
4 | Soit r e R\{-1,1}. Calculer: I= J In(r>=2rcos0+1)do
#¥% 3 'aide de sommes de Riemann 0
Indication : Utiliser la factorisation de X*" — 1 dans R[X].
5 Soit f : [a,b] = R continue et strictement positive.
1. Montrer que pour tous n € N* et k € [0, n]), il existe un
xn,k k b
unique x, x € [a,b] tel que: f(t)dt = Zj f(t)dt
a a
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2. Pour tout n € IN*, on pose y, = man’k.
b
J, tf(nd
Montrer que: y, — —F/———
n—+oo J‘ f dt
Ik k
6 a) Etudier la limite de S, = —Z— In—
*kx ni=n_n
b) En déduire - nklk_nzlnn n? 5
) En déduire : Z nk= —Z+o(n).
k=1
7 Soit f : [a,b] = R continue et convexe sur [a,b] (a < b).
**7 En utilisant I'inégalité de Jensen, démontrer que :
1 b a+b
5os | a5
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1.a) Soient uy,.. ,un,vl, ,vne]R Etablir :

n
”Z (Z )(Z ]) Z uj—u;)(v;—v;)
i=1 1<i<j<n
b) En déduire que siu S Suyetv <<y
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2. Soient f,g:[a,b] > R, continues par morceaux et crois-
santes. Montrer que :
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m Formules de Taylor globales

X3 < < x3+ x>
X—— <sinx <x——+-—
6 6 120

Montrer: Vxe€]|O0, g],

*

10! En appliquant une formule de Taylor a f : x — In(1 + x),
*k

— (D!
montrer que : Z 1o In2.
k=1
xS
11 a) Montrer que pour tout x € R, |sinx — x| < 3
*k
. - . kT(
b) Etudier la limite de : = Zsm sm Pl )
x%e
12 a) Montrer: Vxe€[0,1], |ex—1—x|37
ok

n
b) Etudier la limitede: u, = (Zeﬁ)— n
k=1

13 Soit f : Ry — R de classe €" (n € IN*). On suppose
¥ quil existe a > 0tel que:  VyxeR,, f(x)>a.
Montrer : M — 400
X1 x—to0
14 a) Etablir:
*k
1 1 1
¥YnelN* Ve R,, sin(—sint) — —sint| < —
n n 6n3
s
b) Etudier la limite de u,, = nJ sin(; sin t)dt
0

Soit f € €%(IR, R) telle que pour certains My, M, € R,
YxeR, |f(x) <M |£"(x)] < M,

Vh>0, MO+%

et

If’(x
If ()] < V2MoM,.

a) Soit x € R. Montrer :

b) En déduire: VYxeR,

16 Soit f € €*([0,1],R), non nulle. On suppose qu’il
% existe a € [0, 1] tel que pour tout n € N : f O Pour
tout n€ Nonpose: M,= sup |f"(t)] et S,
! telo, 1]| Z’Mk
Montrer que (S,,) converge et que hm Sp < M
0
17 Soit f € €*(R,R). On suppose que f et f” possédent

*% des limites limites en +oco. Montrer que f’(x) — 0.
X—+o00

18 Pour tout n € IN, on note ¢, le nombre de racines
Jokkk n k
- i A ~(F ok
strictement positives du polynéme P, = Z— .
5 (2k+1)!

2n

Montrer que: ¢, ~ —.
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= La ruse de lintégrale de t*

n k
. . (-1)
19 Etudier la limitede : u, = Z
e kzozk-+1
20 Soit x € [0, 1].
- n (_1)kx2k+1
1. Pour tout n € N on pose S, = ZW
le _ (_tZ)n+1
Montrer: VnelN, S, = f 3 dt.
o 1+t

2. En déduire la limite quand » tend vers +oco de S,,.
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- n (_1)k 1 ra-1
a) Soient a,b € IN*, t
) olent a montrer que ;a+kb n:)ooL 1+tb
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b) En déduire :

22 Etudier la limite de :
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m Comparaisons somme-intégrale

Soit a € ]0,1[. A l'aide d’une comparaison somme-
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intégrale, déterminer un équivalent de S, = E E
k=1

24
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1. Par comparaison somme-intégrale, établir : In(n!) ~nlnn

2. A partir de la formule de Stirling, montrer qu’en fait :

1 In(2
In(n!) nlnn ny =l n(zn)+o(1).

25 En effectuant une comparaison somme-intégrale
*ok n

1
—— ~In(Inn).

klk

montrer :

26 1. Soit f : R} — C de classe €.
*ok

a) Montrer que pour tout k € N*:

k+1 k+1
f(t)de=f(k )+J (k+1-t)f'(t)dt
k

b) En déduire que pour tout n € IN*:
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2. Soit a > 0. Montrer que la suite ( p

n+1

f(r)dt

|dt

1

) est bornée
>
=1 n>1
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1
1. En utilisant le développement Z%
n
=1

= Somme harmonique et constante d’Euler

La constante d’Euler
1. Pour n > 2, on pose : an:fn g—l et An:iak
n-1 b m =
a) En encadrant 'intégrale, montrer :
Vk>2,
b) Montrer que (A

0<a, < ——
k-1
) est convergente

1
k

2. Pour tout n € IN*¥, on pose H, Zk

Etablir I'existence d'un réel y tel que
H, st Inn+y+o(l)

1. Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que :

~Ink
L

. Montrer que pour tout n € IN*:
2n

Ink Ink
) -1 kn—”Zk y ok

k=1 =1 k=n+1
n

n—+o0o

k=1
(ou y désigne la constante d’Euler).

_ (Inn)?

n—-+o0o 2

+{+0(1)

2
. En déduire : (1r1_2)

Démontrer que

3 1 1
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+o<’11r1n+;/+0(1).

. En faisant apparaitre une intégrale.



