
25 MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 2025 – 202625
Matrices et Applications linéaires Exercices
■ Matrice d’une application linéaire

1 SF 1 Dans chacun des cas suivants, écrire la matrice de
l’application linéaire f dans les bases canoniques.

a) f : R2 −→ R
3

(x,y) 7−→ (x − y , x+ 2y , 3x − 4y)

b) f : R
3 −→ R

2

(x,y,z) 7−→ (x − y + 2z , x − 3y + z)

c) f : Rn[X] −→ R
2

P 7−→
(
P ′(1) ,

∫ 1
0 P

)
d) f : R2[X] −→ R3[X]

P 7−→ XP + P ′ + P (1)

2 SF 1 Soit n ∈N. Ecrire la matrice de l’application linéaire
f dans les bases canoniques.
1. f : P 7→ nXP −X2P ′ de Rn[X] dans Rn[X].
2. f : Rn[X] → R1[X] qui à chaque P ∈ Rn[X] associe le

reste de la division euclidienne de P par X2 − 3X + 2.

3 SF 1 Soit a ∈R et n ∈N . Expliciter A = MatB,C (Id
Rn[X])

dans les deux cas suivants :
a) B =

(
1 , (X + a) , (X + a)2 , . . . , (X + a)n

)
et C = (1,X, . . . ,Xn).

b) B = (1,X, . . . ,Xn) et C =
(
1 , (X − a) , (X − a)2 , . . . , (X − a)n

)
.

4 SF 1 Soient x1 < x2 < · · · < xn et Φ : P 7→
(
P (x1), . . . , P (xn)

)
de Rn−1[X] dans Rn. On note L1, . . . ,Ln les polynômes de
Lagrange associés à x1, . . . ,xn.
1. Ecrire la matrice de Φ dans les bases canonique B de
Rn−1[X] et C de Rn.

2. Ecrire la matrice de Φ dans les bases B′ = (L1, . . . ,Ln) et
C (où C désigne encore la base canonique de Rn).

■ Matrice, noyau et image

5 SF 3 SF 4 Soit f ∈L (R2[X],R2) de matrice A =
(
1 0 2
2 1 −2

)
dans les bases canonique de R2[X] et R2.
Déterminer le noyau et de l’image de f .

6 SF 3 SF 4 Soit f ∈L (R3[X]) de matrice


−1 1 1 1
4 −3 0 1
1 0 3 4
2 −1 2 3

dans la base canonique de R3[X].
Déterminer une base du noyau et de l’image de f .

7 SF 1 SF 3 SF 4 On note B la base canonique de R3[X].
1. Montrer que ϕ : P 7→ (3X + 1)P + (1−X2)P ′ est un endo-

morphisme de R3[X].
2. Donner la matrice M de ϕ dans B.
3. En utilisant M, Déterminer une base de Kerϕ et de Imϕ.

8 SF 5 On pose A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 et S =
{
M ∈M3(R) | M2 = A

}
.

1. Soit M ∈S . On note f l’endomorphisme de R3 canoni-
quement associé à M.
Montrer que : Imf = Imf 2 et Kerf = Kerf 2.

2. En déduire que toute matrice M ∈ S est de la forme

M =

0 a c
0 b d
0 0 0

 pour certains a,b,c,d ∈R.

3. En déduire que S est vide.

9 SF 1 SF 3 SF 4 Soit n ≥ 3 et a1, . . . , an ∈R.
On suppose que a2

1 + · · ·+ a2
n−1 > 0.

On note f l’endomorphisme de Rn

canoniquement associé à la matrice A =


0 . . . 0 a1
...

...
...

0 . . . 0 an−1
a1 . . . an−1 an


1. Déterminer le rang de f .
2. Trouver tous les λ ∈R pour lesquels f −λId

R
n n’est pas

injectif.
3. Montrer qu’il existe une base de Rn dans laquelle la

matrice de f est diagonale.

■ Matrice, composition et bijectivité

10 SF 5 Soit ϕ l’endomorphisme
de R4[X] qui a pour matrice : A =


1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

dans la base canonique.
1. Soit P ∈R4[X]. Donner une

expression simple de ϕ(P ).
2. En déduire, sans calcul matriciel, l’inverse et les puis-

sances de A.

11 SF 1 SF 3 On considère l’endomorphisme de R2[X]

ϕ : P 7→ (X2 + 2)P ′′ + (X + 1)P ′ + P

1. Ecrire la matrice A de ϕ dans la base canonique de
R2[X].

2. En utilisant A, déterminer une base de Ker
(
ϕ−λId

)
pour

tout λ ∈R.
3. En déduire une base de R2[X] dans laquelle la matrice

de ϕ est diagonale.

12 SF 1 SF 2 On note E l’ensemble des fonctions de la forme
x 7→ (ax2 + bx+ c)ex où a,b,c ∈R.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F (R,R)

et trouver une base B de E.
2. Justifier que ϕ : f 7→ f ′ est un endomorphisme de E.
3. Déterminer la matrice A de ϕ dans B et calculer A−1.
4. Déduire de la question précédente une primitive de la

fonction x 7→ (x2 + x+ 1)ex.

13 SF 1 Soit n ∈N∗, on pose ω = e
2iπ
n et :

∀P ∈Cn−1[X], ϕ(P ) =
1
√
n

n−1∑
k=0

P (ωk)Xk

Montrer que ϕ est un automorphisme de Cn−1[X] et déter-
miner ϕ−1.

14 SF 1 SF 5 Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie
non nulle et f ∈L (E).
On note Af l’endomorphisme g 7→ f ◦ g − g ◦ f de L (E).
On suppose qu’il existe une base de E dans laquelle la ma-
trice de f est diagonale. Montrer qu’il existe une base de
L (E) dans laquelle la matrice de Af est diagonale.



■ Matrice d’un endomorphisme dans une base
bien choisie

15 SF 1 Ex. 71, banque INP Dans R3, on pose

F =
{
(x,y,z) ∈R3 | x+ y + z = 0

}
et G = Vect

(
(1,2,3)

)
1. Montrer que F ⊕G =R3.

2. Soit p le projecteur sur F parallèlement à G et soit
u = (x,y,z) ∈R3. Calculer p(u) et donner la matrice de p
dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de
p est diagonale.

16 SF 7 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
f ∈L (E) tel que f n = 0 mais f n−1 , 0.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle f a pour

matrice par blocs :
(

0 0
In−1 0

)
.

17 SF 1 SF 3 On note s l’endomorphisme canoniquement as-

socié à la matrice : A =
1
3

(
−1 −2
−4 1

)
.

1. Montrer que s est une symétrie et trouver une base des
sous-espaces F = Invs et G = AntiInvs

2. Trouver une base de R2 dans laquelle la matrice de s est
diagonale.

18 SF 3 SF 7 On pose A =

 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

, B =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 et on
note f l’endomorphisme
canoniquement associé à A
1. Déterminer f 2.

2. Montrer que Kerf est un plan vectoriel dont on déter-
minera une équation.

3. Démontrer qu’il existe une base B de R3 dans laquelle
la matrice de f est B, et déterminer une telle base.

19 SF 3 SF 5 SF 7 On pose A =

−1 −3 0
0 2 0
2 1 −1

, B =

2 0 0
0 −1 0
0 2 −1

 et
on note f l’endomorphisme
canoniquement associé à A

1. Déterminer Ker(f − 2Id
R

3 ) et Ker
(
(f + Id

R
3 )2

)
.

2. Démontrer qu’il existe une base B de R3 dans laquelle
la matrice de f est B, et déterminer une telle base.

20 SF 7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et
f ∈L (E) de rang r tel que f ◦ f = 0.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle l’endomor-

phisme f a pour matrice par blocs :
(
0 Ir
0 0

)
.

21 SF 7 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et
f ,g ∈L (E) telles que : f 2 = g2 = IdE et f ◦g+g◦f = 0.
1. On pose F = Ker(f − IdE) et G = Ker(f + IdE).

Montrer que : g(F) = G et g(G) = F.

2. Montrer qu’il existe une base B de E telle que

MatBf =
(
Im 0
0 −Im

)
et MatBg =

(
0 Im
Im 0

)
pour un certain m ∈N∗.

22 SF 7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et
f ∈L (E). On suppose que rg(f ) = rg(f 2) = r.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice

de f est, par blocs,
(
B 0
0 0

)
, où B ∈GLr (K).

■ Changements de base

23 SF 1 SF 2 SF 3 SF 8 On pose : A =

2 1 −1
0 1 0
1 1 0

.
On note f l’endomorphisme de R3

canoniquement associé à A
1. On pose u1 = (−1,1,0) et u2 = (1,0,1). Déterminer

Ker(f − Id
R

3 ) puis vérifier que (u1,u2) en est une base.
2. On pose u3 = (1,1,1). Calculer f (u3)− u3 puis montrer

que B′ = (u1,u2,u3) est une base de R3.
3. Déterminer sans effectuer de produit matriciel la matrice

T de f dans B′ .
4. En déduire An pour tout n ∈N.

24 SF 1 SF 3 SF 8 On pose : A =

0 1 1
1 0 −1
1 −1 0

.
On note f l’endomorphisme
de R3 canoniquement associé à A
1. On pose : F = Ker(f − Id) et G = Ker(f + 2Id).

Déterminer une base de F et G.
2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
3. Ecrire la matrice D de f dans une base adaptée à cette

décomposition.
4. Donner une relation entre A et D. En déduire une mé-

thode de calcul de An pour n ∈N.

25 SF 1 SF 3 SF 4 On note f l’endomorphisme de Rn canoni-

quement associé à J =


1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1

 ∈Mn(R)

1. Déterminer une base de Imf et de Kerf .
2. Montrer que : R

n = Kerf ⊕ Imf .
3. Déterminer sans calcul la matrice D de f dans une base

adaptée à la somme directe : R
n = Kerf ⊕ Imf .

Quelle relation matricielle relie J et D ?

26 SF 3 SF 5 SF 8 On pose

A =


1 −1 2 −2
0 0 1 −1
1 −1 1 0
1 −1 1 0

 et T =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


On note f l’endomorphisme canoniquement associé à A.
1. Trouver (en s’aidant des résultats donnés)

a) Une base de Kerf 2.

b) Un vecteur non nul de Ker
(
(f − Id)2

)
.

On pourra utiliser les résultats suivants :

A2 =


1 −1 1 −1
0 0 0 0
2 −2 2 −1
2 −2 2 −1

 et (A− I4)2 =


0 1 −3 3
0 1 −2 2
0 0 1 −1
0 0 0 0


2. Trouver une base B = (b1,b2,b3,b4) de R4 dans laquelle

f a pour matrice T .
3. Calculer T n et en déduire une méthode de calcul de An

pour tout n ∈N.

2


