Défi de calcul : niveau « intermédiaire » 2025 — 2026

e Découvrir la notion d’ordre

(G,*) est un groupe fini de cardinal n et d’élément neutre e.

m Les exercices

Définition de I'ordre

m Objectif :

1 | 12 points — Soit x € G, on pose :  (x) = {xk s ke Z}.
1. Montrer que l'application k + x* est un morphisme de groupe, non injectif, de (Z,+) dans (G,%).

2. En déduire que (x) est un sous-groupe de G et que K = {k €z | xf= e} est un sous-groupe de Z non réduit a {0}.

On a vu dans la feuille n° 13 que les sous-groupes de Z sont les ensembles pZ, oui p décrit Z et pour p>1: p=min(nZ NIN*).
Le raisonnement mené ci-dessus assure donc qu’il existe un unique p € IN*, appelé ordre de x, tel que K = pZ.
De facon équivalente, l'ordre de x est aussi le plus petit entier k € IN* pour lequel x* = e.

Calculs pratique d’ordres
En pratique : pour montrer que x est d’ordre k

1l suffit de montrer que: s xf=e. ePourtoutneZ,si: x"=e, alors: k|n.

5 | 6 points — Soient x € G d’ordre m et soit k € Z. Montrer que x* est d’'ordre
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