Il Somme de sous-espaces

+ Cadre. F et G désignent deux sous-espaces vectoriels de E.
1 _Généralités

Définition 1

e Lasomme de F et G est le sous-espace : G

Dimension

. . 7

e Soit H un sevde E : /

Exercice 1 — Vérifier quea) F+ Gestuns.e.v.deE b)FCF+G
Exercice 2 — Si F = Vect((1,0,0),(0,1,0)) et G = Vect((1,1,0),(1,0,1)) a) M.q. F+G = R® b) Base de FNG?
Théoréme 1 : Formule de Grassmann

Si F, G sont de dimension finie alors F + G l’est aussi et :

.

2 Somme directe
Définition 2

On dit que F et G sont en somme directe si:

~———
* Notation. Lorsque F et G sont en somme directe, la somme de F et G est notée :

Théoréeme 2 : Critére pratique

F et G sont en somme directe si et seulement si : ]

Exercice 3 — Démontrer cette équivalence.

Exemple 1 —Dans R3, montrer que F= {(a, bc)eR? |a+b+c=0letG= Vecté(l, 1,1)) sont en somme directe
* Remarque. Supposons F et G de dimension finie et notons % une base de F et € une base de G.
* Si F et G sont en somme directe alors (%, €) est une base de F @ G appelée base adaptée a la somme directe
F&G. En particulier F® G est de dimension finie et : ( dim(F & G) = dim F + dim G )

e Réciproquement, si la famille (4, &) est libre alors F et G sont en somme directe.

3 Sous-espaces supplémentaires G
Définition 3

F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose d’'une
maniére unique comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G.

* Remarque. Autrement dit, F et G sont supplémentaires si :

. . F

Exemple 2 — Montrer que F = {(a, bc)eR3 |a+b+c= 0} etG= Vect((l, 1, 1)) sont supplémentaires dans IR3.

Exemple 3 ¥ — Dans E = .# (IR, R) montrer que I'ensemble F des fonctions paires et 'ensemble G des
fonctions impaires sont des sous-espaces supplémentaires.

Exemple 4 — Soit B € K[X] de degré n > 1. Montrer : K[X]=BK[X]®K,_;[X] ot BK[X]={BQ; QeK[X]}
4 Supplémentaires en dimension finie

Théoréme 3 : Supplémentaires en dimension finie

Si E de dimension finie, F et G sont en supplémentaires ssi [ ]

SF 8 : Montrer que F et G sont supplémentaires dans E
Exemple 5 — Montrer que F = Vect(2X + 1) et G = Vect(X? + X, X? + X + 1) sont supplémentaires dans IK,[X].
Exemple 6 — On note F = {(a, bc)eR3 | a+b+c= O} et G= Vect((l, 1, 1)). Montrer que: F&G=R>.

Théoreme 4 : Existence de supplémentaires en dimension finie

Si E est de dimension finie alors tout sev. F de E possede : ]

Exercice 4 — Démontrer ce théoréme a l’aide du théoréme de la base incompléte.
SF 9 : Trouver un suppléméntaire en dimension finie
Exemple 7 — Dans E = R3[X], trouver un supplémentaire de F = {P € R3[X] | P(0) =0 et fol P(t)dt =0}




