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Applications linéaires

m Exercices de base autour de la linéarité 1

*k

Dans chacun des cas suivant, montrer que 'application f
n’est pas linéaire :

a) f: R? — R? b) f: R? — R?
(%, 9) = (0, x-v+2) (X, v) > (x,xv)
c) f: RX]— R[X] d) /: Z(RR) — .Z(R,R)
P +»P'-Pp? U o expou 4

Rk

Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E) tel que f3 =0 et

f?#0. Montrer qu'’il existe x € E tel que (x,f(x),fz(x)) est
une famille libre.

m Déterminer I'image et le noyau

Déterminer une base du noyau et de I'image des
applications linéaires suivantes (ot a € R) :

a) f: R®— R?

(%, 0,2) — (X+V+2, x—7, 2x+2)
b) f: R — R*

(%, 0,2) — (2x-V+2, 3x+V—2, Xx+V+2, V—22)
c) fo: R* — R3

(%,v,2,t) — (X+V+az+t, x+z+1, V+2)

o

Exercices
Ex. 59, banque INP. Soit f I'endomorphisme de R,[X]
défini par : VPeR,[X], f(P)=P-P.
1. Démontrer que f est bijectif.
2.

0

Soit Q € R,[X]. Exprimer, en fonction de Q, le poly-
nome P € R,[X] tel que f (P)=Q . Indication : Exprimer
P — P+ en fonction de Q, Q/, ..., Q.

. Montrer que si Q > 0 alors P > 0.

Soient a,b deux réels distincts. Montrer que 'applica-
tion ¢@:P—P(X+a)+P(X+0b) estunautomorphisme:
a) de R, [X] pour tout n € N. b) de R[X].

1

Soient A € GL,(K). On note KK[A] I'ensemble des poly-
némesen A: K[A]={P(A); P e K[X]}
1. Montrer que IK[A] est une sous-algebre de ., (K).

2

2. Montrer que A™! est un polyndme en A.
Indication : Considérer application T : M — AM sur K[A].

m Autour du rang

3 Soient E un K-e.v. de dimension finie et f,g € Z(E)
tels que : fogof=g et gofog=f.
a) Montrer que: Kerf =Kerg

b) Montrer que: rg(f)=rg(g) =rg(go f)=rg(f0g)

14 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
Soit f l'application définie sur R3[X] par : ** f,¢g € Z(E). Montrer que :
VP eR;3[X], f(P)=X(P(X+1)-P'(1)). a)rg(f +g) <rg(f)+rg(g). b) Irg(f) —rg(g)l <rg(f -g).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].
2. Déterminer le noyau de f. 15 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f

3. Déterminer une base de I'image de f.
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Ex. 60, banque INP Soit A = 2

(b 3

un endomorphisme de E vérifiant f3 = 0.
a)  Montrer que : rg(f)+rg(f?) <n.
b) ##** Montrer que : 2rg(f?) < rg(f).

: M — AM l'application d R)d R).
]; M ~ PP 1ca1}0{1 .e #>(R) dans .#4>(R) 16 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n
+ Montrer que f est linéaire. L ¥ et f un endomorphisme de E. Etablir I’équivalence :
2. Trouver une base de Ker f.  f est-elle surjective? Ker f =Imf 220 et n=o2rg(f)
3. Trouver une base de Im f.
4. Montrer: ./,(R)=Kerf@®Im f 17 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
KAk

On considére l'endomorphisme de R[X]
A:P+ P(X+1)-P(X)

f,g € Z(E). Montrer que :
dim (Ker(g o f)) < dim (Ker g) + dim (Ker f)

Indication : Considérer la restriction : ¢ = gjim f

Pour tout n € N* on pose A, = AR [x]-
1. Déterminer KerA.

2. Déterminer Im A, pour tout n € IN*.
3. En déduire que A est surjectif.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
f,ge L(E)telsque: f+geGL(E) et gof=0.
Montrer que :  rg(f)+rg(g) =n.

Soient A, B € K[X], premiers entre eux avec B
non constant. On considére 'application f qui, a P € K[X],
associe le reste de la division euclidienne de AP par B.
Montrer que f est linéaire et déterminer Im f et Ker f.

m Bijectivité
Soit f : R> — R? définie par :

V(o) €R’, flxy)=(x+p,x-)
Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer
son automorphisme réciproque.

On consideére I'application f : R,[X] — R"*! défi-
nie pour tout P € R,[X] par f(P) = (P(O), P’(0),..., P(”)(O)).

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension
finie non nulle et f, g € Z(E,F). Montrer que rg(g) <rg(f)
si et seulement si il existe u € GL(F) et v € Z(E) tels que
uog=7fov.

m Applications linéaires et supplémentaires

Adapté de Ex. 64, banque INP

Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E).

1. On suppose dans cette question E de dimension finie.
Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes :
i)E=Imf@Kerf ii)Imf?>=Imf iii)Kerf?=Kerf

2. Dans le cas général, montrer que :

a) KerfNnImf={0} <= Kerf?>=Kerf.

Montrer que f est un isomorphisme de R,,[X] sur R"*!.

b) E=Kerf+Imf <= Imf?=Imf.



21| Ex. 62, banque INP.
##.2 Soit E un [K-espace vectoriel et f € Z(E).
On suppose que :  f2—f—2Id; =0.
1. Montrer que E = Ker(f +Idg) @ Ker(f — 2Idg).
2. On suppose ici E de dimension finie.
Montrer : Im(f +1dg) = Ker(f —2Idg).
3. Montrer que f € GL(E) et exprimer f~! en fonction de f

22| Adapté de Ex. 93, banque INP

**. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E).
On suppose que: f >+ f2+f =0.
a) Montrer que: E=Kerf@®Imf
b) Montrer que: Im f =Ker(f?+ f +1dg)

23| Soient E un K-espace vectoriel et f,g e Z(E) tels que :

o fogof=f et gofog=g
Montrer que: a) E=Ker f ®Img b) f(Img)=Imf

24| Soit E un K-espace vectoriel et soient f,g e Z(E).

*% On suppose f injectif et ¢ surjectif.
Démontrer 1’équivalence entre les assertions suivantes :
i) go f est un automorphisme ii) E=Imf @®Kerg

25/ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E).
% Montrer ’équivalence entre les assertions :

i) Kerf =Im f
ii) f2=0 et dge L(E)| fog+gof=1Idg
Soit E un R-espace vectoriel et f € Z(E). On suppose qu’il

existe un polynome P € R[X] vérifiant P(f) = 0 et pour
lequel P(0) =0 et P’(0) = 0. Montrer que E =Im f & Ker f.

m Puissances d’endomorphismes

27! Soient E un K-espace vectoriel et f,g € Z(E).
** On suppose que: gof —fog=Idg.
1. Montrer : VnelN*, gof'—flog=nf"1
2. Montrer que la famille (f¥);ep est libre.
28 Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E).
¥4 On suppose qu’il existe n > 2 tel que f"=0et f"! = 0.
1. Montrer que f n’est pas injectif.
2. Montrer que Idg — f est un automorphisme.
29 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et
WE fe Z(E).Onpose: np=dimKer f& et dy=mnp —ng
pour tout k € IN
1. Montrer que la suite (ny)xenN €st croissante.
2.a) Montrer: VkeN, di =dim(KerfNIm f¥).
b) En déduire que la suite (dy)ren est décroissante.
30 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n
5 et uy,...,u, des endomorphismes nilpotents de E qui com-
mutent deux a deux. Que vaut u,o0---ou;?
31 Soit n € IN*. On note ¢ I'endomorphisme de R,,_1[X] défini
Hokok

pour tout P € R,_{[X] par:
a) Montrer que ¢" = 0.

Q(P)=P(X+1)-P(X).

n

n
b) Endéduire: VYPeR,_i[X], Z(—l)"k(k

)P(X+k) = 0.
k=0

Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E) tel que f" =0
pour un certain n € IN*. Montrer que si g € Z(E) est bijectif
et commute avec f, alors f + g est bijectif. Indication : Ecrire
une égalité de la forme f2"+1 4 g2+l = (f + @Yo h =ho (f +g) avec
he Z(E).

32
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Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
F une sous-algebre de Z(E). Montrer que F N GL(E) est
un sous-groupe de (GL(E), o)

3
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m Théoreme d’« interpolation linéaire »

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et
feZ(E)telque: f" et frl=0.
1. * Montrer l'existence d’un élément xy € E tel que
B = (xg, f(x0),..., f"(xp)) soit une base de E.
2. xx* Soit ¢ un endomorphisme de E commutant avec f.
Montrer que g appartient a Vect(Idg, f,---, f"!).
On pourra d’abord écrire g(x() en fonction des éléments
de la base #.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit
f e ZL(E) vérifiant: VxeE, dp,elN | fPx(x)=0.
1. Montrer que f est nilpotent.

35
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2. Trouver un contre-exemple a1. dans le cas ou E n’est pas
de dimension finie.

Soit n € IN* et E un K-espace vectoriel de dimension
2n. Montrer qu’il existe f € Z(E) tel que: Kerf =Imf.

36
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Hokok

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,
G deux sous-espaces vectoriels de E. Trouver une condition
nécessaire et suffisante simple sur F et G pour qu’il existe
feZ(E)telque F=KerfetG=Imf.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante simple sur
F et G pour qu’il existe f € Z(E) tel que f(F) =G.
Trouver une condition nécessaire et suffisante simple
sur F et G pour qu'il existe f € GL(E) tel que f(F) =G.

m Formes linéaires

Soit E un K-espace vectoriel de dimension #.
Pour toute forme linéaire ¢ € Z(E,K) et tout vecteur a € E
on note @ ®a l'application x+> ¢(x)a de E dans E.
a) Montrer que si ¢ et a4 sont non nuls, alors ¢ ®a est un
endomorphisme de Eet: rg(p®a)=1.
b) Soit v € Z(E) tel que rg(v) = 1. Montrer qu’il existe
peZ(E,K)etae Enonnulstelsque: v=¢®a.
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2.
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40 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 3,
R g e E\{Og} et u € Z(E). On suppose que pour tout x € E,
la famille (a,x, u(x)) est liée. Montrer qu’il existe a € K et
@ € Z(E,K) tels que pour tout x e E:  u(x) =ax+@(x)a.




