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Intégrales

m Calculs d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes (ou n € IN* pour I,) :

a); fmax

2)dt b)I, jeLXde c) I f|3u—1|du
0 12

*k

Soit f :[a,b] — R, continue, telle que :
Vtela,b], fla+b—t)=f(t)
a) Etablir: th a+bJ‘f
7T
b) Calculer: I :J t51—nt2
o l+cos?t L

1
Pour tous p,q €N, on pose I(p,q) = J- t(1-t)ide.
0
1. Alaide d'un changement de variable, montrer que pour

2 1
tous p,g € N : J (sin ©)%P*! (cos 0)%1*1 dO = El(p,q).
0

2.a) Montrer: YpeN,Vq e IN*, I(p,q):LlI(p+1,q—1)
b) En déduire: Vp,geN, I P
) En déduire: Vp,geNN, (p,q)_m

Soit f :
b f(b)

monotone. Montrer : J f(t)dt +J Unde=[tf ()]
a f@a)

[a,b] — R, de classe €' strictement

%
In(1+tant)dt a l'aide d'un changement |14

Calculer
0 *h
de variable affine échangeant ses bornes. [
15
Soit f € €1([0,1],R) telle que f(0) = f(1)=0. *
On pose :
- 1f(t)f’(t)C°S”t dt et J= QAU (1+tan? t)dt
~Jo sint " Jo tan?nt t
1. Justifier 'existence de I et J.
2. Montrer que: [ = %].
m Positivité et croissance de I'intégrale *1*53

Soit f:[0,1] — R, continue, telle que
Montrer qu’il existe c€[0,1] tel que f(c)

ff

Soient f, ¢ deux fonctions continues de [4,b] dans R.
On suppose que g est positive sur [a, b]. Montrer qu’il existe

cela,b]tel que Jf f)ydt = f(c )j;(t)dt.

Soit f :[0,27] — R convexe et de classe €2 sur
27

£

0
Soit f :[a,b] > R, continue, et n € N tels que :

b
Yk e [[0,n]], ftkf(t)dt

Montrer que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

[0,27]. Montrer : costdt >0

Soit f : [a,b] — R de classe €' et ¢ > 0.
1. Montrer que pour tous x,y € [a,b] :

|f (@)= flx)? <= jf dt+eff

Exercices

+ %)J‘bf(t)2 dt + ejbf’(t)2 dt

Soit f :[0,1] = R continue, a valeurs dans un inter-
valle I et ¢ : I — IR une fonction convexe et dérivable.

1. Montrer quej f(r)ydtel
0

@(Llf(t)dt) < Llcp(f(t))dt

Soit f : [a,b] = R continue et convexe sur [a,b] (a <b).

2. En déduire :

sup f2(v) <
v€la,b]

2. Montrer que :

b
1. Montrer que : ﬁL fx)dx < w.

2. On suppose en outre f dérivable sur [a,b].
a) Montrer que pour tout cela,b]:

o[ ez o (S50
b) En dédulre que :

1 b
e >
- J; f(x)dx >

m Calculs de limites d’intégrales par encadrement

a
sint 2
Montrer que : J
0

HAF) (oI O-fe

4

dt ~ —.
n

n+t

t2n
dt.

1
Pourtoutne Nonpose: I,=
P ! J;1+t2

pour tout n € IN.

1. Montrer que: 0<I,<
En déduire que la suite (I,;) converge et donner sa limite.

2.a) Calculer I, + 1,1 pour tout neN.

b) Déterminer :
N—>+oo 2n + 1

o
2

Pour tout n €N, on pose :  u, = J (sint)"dt.
0

1. Soit € € ]0, r[. Montrer que pour tout n € IN :
E( . yTT—EWn €
(sin(——)) +

> =
2. En déduire que u,, — 0.

Uy <

2
n—+00

On considere la fonction f X Vl +t4dt.
53
Etablir: VxeRY, =— <f (x) < %+x.

En déduire un équivalent de f en +oo.

Soit f € €([0,1], R). (1
On souhaite démontrer que : j f(")dt = £(0)
0 n—+oo
1. *x Démontrer le résultat lorsque f est lipschitzienne
. *xx* Démontrer le résultat dans le cas général.

Soit f e‘f([O,l],IR) telle que f(0) =
1

Ml — 0

n—-+oo

1. Montrer que pour tout « € ]0, 1] : J f(t)ne

a
. En revenant a la définition de la limite montrer que :

J:f(t)ne

tdr — 0

n—+oo



2x
t
1. Calculer lim % de deux facons :

x—0* Jy

a) En encadrant 'intégrale
cost

b) En utilisant la fonction u : t >

prolongée par
continuité en 0.

2. Soit f € ¥(R,,R) dérivable en 0. En adaptant la
2x

Mdt — f(0)In2
X t x—07F
. 2 Arctant
lim

X—
Y+oox

deuxiéme méthode, montrer :

21 a) Calculer: dt
*k

X

lim Arctan(t+ 1) — Arctantdt
X—+00 0

b) Calculer :

22

*** sint L. -
a) Montrer que t > - est décroissante sur |0, 7.

X L3 t
b) En déduire : lim il dt.
x—0* ), t2

23 Soit f : [a,b] —» R,, continue. Pour tout n € IN*, on
Fokkok 1/n

pose : (f f(t) dt) et M = max f(t)

tela,b]
a) Montrer que pour tout n€ N*:  u, < (b—a)"/" M.

b) Montrer que (u,) converge vers M.

24 Soit f :[0,e] = R, continue.
5 1+4
Pour tout n € IN*, on pose: [, = f(x")dx
a) Montrerque: [, — 0
n—+oo (1+%)”f(i’) .
b) Montrer que pour tout n € N*:  nl, = f " tn dt.
1

=) )

c) En déduire :

Intégrales de Wallis. Pour tout n € IN, on pose :

/2
W, = J (cost)"dt
0

1. Pour tout n € N, montrer a I’aide d’une intégration par
parties que : (n+2)Wy =(n+1)W,.

2. Etudier la monotonie de (W,,).
3. Pour n € N, on pose u, = (n+ 1)W, ;1 W,. Montrer que
(u,,) est une suite constante. Que vaut cette constante?
4. Déduire de 2. et 3. un équivalent de W,,.
Lo 1
a) Montrer que : dt ~ —
26 ) d jo 1125 "
1 un
. t 1 1

b) Etablir : J; e dt = P +O(ﬁ)'

28 1. Soit f : [0,1] — R, de classe €' telle que
1
1
f(1)20. Montrer que : J t"f(t)dt~¥.
0
2. On suppose f de classe €.
1 ’
fA) fm+a 1
. n _ -
Montrer : Jotf(t)dtn—mxa " o (nZ)

= Intégrales et primitives

29| Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il

* b
existe c € |a, b[ tel que : bLaJ f(t)dt = f(c).
- a

30| Soit f : R, — R, continue. x

#*% 1. Justifier I'existence et calculer lim —
x—0 X 0

f(t) — 0.

t—+00

cos(x —

t)f(t)dt
2. On suppose que :

1 X
Montrer que : ;j cos(x—t)f(t)dt — 0.
0

X—+00

31

A
32

1
Soit f € #([0,2], R) Calculer : lim nj f(x+%)—f(x)dx
n—+oo 0

Soit f € ?a”([O, 1], IR) concave telle que f(0) =
X

1. Montrer que pour tout x € [0,1] : J.If(l‘)dt > x+Xzf(X)
0

1 1
2. En déduire que : EJ xf(x)dxsj f(x)dx—l.

)dx < %(Llf(x)dx ’

m Fonctions définies par une intégrale

1
3. En déduire enfin : j xf(x
0

Y Int
G(x) j 1 ilﬂ
1.a) Montrer que G est de classe €’ sur R Vx
b) Calculer G’(x) pour x > 0. Que peut-on en déduire?

2. Retrouver ce résultat en effectuant le changement de
variable t = 1 dans l'intégrale.

33 Pour tout x > 0 on pose :

34 Soit f €% (R,R). On note @ la fonction x — L
¥ sur IR*. Montrer que : 2x
a) ¢ est de classe €’! sur R* et calculer sa dérivée.
b) ¢ se prolonge en une fonction de classe ¢! sur R.

f

dt

1> 1
Pour tout x € R*, on pose : Q(x) = —J.
1. Justifier que @ est de classe ¥ sur R*. *~/» V1+ t

2. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et
que ce prolongement est dérivable en 0.

35

ok

X

36 Pour tout x € R, on pose @(x) = | Arctan(t+x?)dt.

Montrer que @ est dérivable sur R et calculer ¢’.

Etudier (parité, périodicité, dérivée), puis simplifier,

37

X COSZX

J Arccos Vtdt
0

Sll’l X

la fonction ¢ : x — J. Arcsin Vidt +

1 . 1
1 119,
27 1. Pourn € IN, on pose u, = Jo Tron 0" 3? Soit f:[0,1] » R ?e;(lf)sse ¢! telle que f(0)=0
* .
a) Calculer ug,u;,u, b) Montrer que u, = 1 On note g la fonction x - L e dt de R dans RR.
Inx 1
1
2. Etablir: Vne N* f xdx :ln—z—ljlln(lm”)dx 1. Montrer que:  g(x) xjoof(o)7+o(})
o Ltx" nn g 2. Dans le cas ou f est seulement supposée continue sur IR,

3. En déduire un équivalent de 1 —u,,.

déterminer un équivalent de g(x) en +oo.



