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Dimension

Apres avoir vérifié la liberté, compléter la famille en ajou-
tant deux polynomes de la base canonique choisis de telle fa-
con que la famille obtenue soit encore libre (on peut prendre
par exemple X3 et X*). Il s’agit alors de vérifier que la fa-
mille ainsi complétée est encore libre

o |a) Mettre F sous forme de Vect puis vérifier la liberté de la

famille génératrice obtenue.
Une réponse possible est (1,X? —2X). Dans tous les cas
on obtient une base formée de deux polyndmes.

b) Compléter la base de F en ajoutant deux polynémes de
la base canonique choisis de telle facon que la famille
obtenue soit encore libre.

3 | On peut la compléter en ajoutant le vecteur €3 = e¢; ou

&3 = e3 (mais pas eq).

Pour vérifier la liberté de (51,62,53), en partant de ae| +
per+yes =0 puis en remplagant, on obtiens une CL nulle
de (el, 62,63). La liberté de cette famille fournit un systéme

de trois équations sur a, 5, permettant de prouver qu’ils
sont tous nuls.

2 est de cardinal 3 = dim R,[X] donc la liberté suffit.
Pour ce qui est des coordonnées, en notant «, 3,y les réels
tels que

T+ X+ X2 =a(X-1)2+ X2+ p(X +1)°
on peut trouver a, 3,y :

+ Ou bien en développant les polynomes (X +1)% et (X —1)?
puis en identifiant les coefficients.

¢ Qu bien en évaluanten 1, 0 et —1.

Posant F = Vect(cos, sin) il suffit de montrer que fi, f> et f3
appartiennent a F. En effet, F est de dimension 2 donc toute
famille de cardinal 3 est liée.

(Py,...,P,) est de cardinal n+ 1 = dim R, [X] donc la liberté
suffit. Ici la famille est étagée.

(Py,...,P,) est de cardinal n+ 1 = dimR,[X] donc il suffit
de vérifier que la famille est libre.

La famille (uy,...,uzp,1) est de cardinal 2p +1 = dim R2P+!
donc il suffit de vérifier que la famille est libre.

1. Etant fixésne Net py,...,p, € Ptelsque p; <---<p,. 1l

s’agit de montrer que la famille (Inpy,...,Inp,) est libre
dans le Q-espace vetoriel R. En écrivant une combinai-
son linéaire nulle de cette famille puis en multipliant par
un dénominateur commun des coefficients (rationnels)
de cette combinaison, on obtient
apln(py)+---+a,In(p,) =0

pour certains entiers ay,...,a, et il s’agit de montrer que
a=--=a,=0.

n
L'égalité ci-dessus donne ]_[p?i =1 et, dans le cas parti-
i=1
culier (plus simple) ou les a; sont tous positifs, l'unicité
de la décomposition en facteurs premiers assure que
a;=--=a,=0.
Dans le cas général, en notant I = {i € [1,n] | a; >0} et
J=1{ie[1,n] | a; <0} on obtient ]_lp?i = ]_[p?" et on

iel i€]
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Indications

conclut de méme.
2. La question 1 assure l'existence d’une famille libre infi-
nie.

1. Montrer que # est génératrice mais aussi liée (grace a

la stricte positivité des coefficients).

Pour la construction d’une famille de cardinal n + 1,
considérer par exemple une base £ = (by,...,b,) de E
prendre a = by —---— b, et vérifier que & = (by,...,b,,qa)
convient.

2. Extraire une base de .#. Quitte a renuméroter les vec-
teurs, on peut supposer que (uy,...,u4,) est une base de
E. Posant a = —uy --- — uy, il suffit en fait de montrer que
a est combinaison linéaires a coefficients positifs ou nuls
des (uj)ierou[n+1,p]l 2 1.

Pour cela noter que :

* g est une CL a coefficients strictement positifs de .Z.
* la famille (upyq,..., uzp) est lice

En écrivant une relation de liaison entre (u1,...,Usp,
on peut écrire, pour tout t € R :

n 2p
a:Zaiu,-+ Z (a; +1tA;)
i=1 i=n+1

pour certains ay,...,a, > 0 et certains réels Ayiq,..., Aap
qui peuvent étre des signe quelconque. Choisir judicieu-
sement la valeur de t pour annuler un des coefficients
de la seconde somme et obtenir des coefficients positifs
ou nuls pour les autres.

Concernant le contre-exemple demandé, considérer la
famille (by,...,b,,=by,...,=b,) ou B =(by,...,b,) est une
base de E.

En deux étapes :

e Etape 1 : Déterminer la dimension de €(D).
En écrivant ¥(D) sous forme de Vect on constate qu’il
s’agit de I'ensemble des matrices diagonales donc que
% (D) est de dimension n.

e Etape 2 : Prouver la liberté de (I,,D,...,D"1).
La famille étant de cardinal n = dim ¢’(D), la liberté suffit.
Etant donnés ay,...,a,_; tels que

0(0[,1 +C¥1D+"'+0(n_1Dn_l =0

Observer les coefficients diagonaux de la CL ci-dessus et

n-1
ey A _ k
considérer le polynome P = E apX®.
k=0
Poser

F=Vect(X3+X?-X-1,X>=X?>+1,X3-X>+X,X?+2X +1)
et procéder par inclusion dimension.

La famille (1, v, w) n’est pas libre donc ce n’est pas une base
de F, c’en est seulement une famille génératrice.

Constater que u = 4v—3w donc F = Vect(u, v, w) = Vect(v, w),
et (v, w) est libre.

1. Plusieurs méthodes :

e Meéthode 1. Par inclusion-dimension.
e Méthode 2. Par double-inclusion.
* Méthode 3. Par équivalence. Etant donné P € R,[X]

n
écrire P = ZaiL,- et montrer que P € F ssi ag = 0.
i=0
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2. Montrer que :

o dimF+dim G =n+ 1.1l reste a montrer que G est de
dimension 1. Ici encore on peut mettre G simplement
sous forme de vect en se rappelant que P € G signifie

(X=x)"|P.
* FNG={0}.Si P € FNG, compter le nombre de racines
de P.

3. H =Vect(Ly) convient (par exemple).

Il s’agit d’écrire F comme un vect, ce que les formules don-
nat ’expression de u, en fonction de n permettent de faire.
La résolution de I’équation caractéristique permet d’écrire
les suites de F comme combinaisons linéaires de deux suites.
Ici les suites sont a termes dans C donc distinguer deux cas
selon que le discriminant est nul ou non :

Si a # —2i. L’équation caractéristique a deux racines dis-

tinctes, on obtient F = Vect(p,q) ou p et g sont les suites

géométriques p = (2”(a + i)”)neN etg= ((—21')”).

Sia=-2i. l’équation caractéristique a une racine double,
. _ N _ni\n

on obtient F = Vect(g,r) ou r = (n( 2i) )HEN

Poser F = Vect(uy,...,uy,,vq,...,v,) et noter que :
o rg(Uy,..., Uy, Vy,...,v,) =dimF

* (uy +vy,...,u, +v,) est une famille libre de F.

Par I'absurde, si rg(f/,..., f;) < n—2 alors deux des f; sont
CL des autres, par exemple f,_; et f, sont CLde f/,..., f,

s foo=aifi ot anaf o

* faa =B+ Bua S
Ceci permet d’écrire

* faatC=ar1fi+t+ayafna;
* far+D=BifiteF Puoafuoas

En combinant les deux égalités, on forme une combinaison
linéaire nulle des f; dont certains coefficients sont non nuls.

1. Considérer une base (f;, f,) de F et décomposer 7, f dans

cette base pour tout x € R. Ceci permet d’écrire :
VhxeR, f(x+1)=a(x)fi()+BRAE) ()

pour certaines fonctions a et .
Sous réserve de dérivabilité des fonctions a et S, le ré-
sultat demandé s’obtient en dérivant (%) par rapport a x
puis en évaluant en x = 0.
Pour justifier la dérivabilité de a et g, il suffit d’exprimer
explicitement a et g en fonction de f. Pour cela, écrire
par exemple (x) en t = 0 ce qui permet de voir a(x) et
B(x) comme solution du systeme :

a(x)fi(t)+B(x)fo(t) = f(x+1)

a(x)f1(0)+ B(x) 2(0) = £ (1)
Il suffit de justifier que le déterminant de ce systeme
est non-nul pour au moins une valeur de t (utiliser la
liberté de (fi, f,)) pour ensuite exprimer « et 5 comme
des combinaisons linéaires des fonctions f et 7,(f).

. Constater que la famille (f, f’, f”) est liée.

1. Montrer c’est une sous-algebre de C.

. Si z est annulé par un polynéome P de degré 4, mon-
trer que Q[z] C Vect(zx)o<k<d—1 a l'aide d’une division
euclidienne.
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Utiliser la formule de Grassmann.

11 suffit de montrer que G C F.

Fixerxe G.Vuque GCG+Hetque G+H=F+H,ilen
résulte que x e F + H.

Ecrire ainsix=y+zavecy € Fetz€e H.

Pour montrer que x € F, il reste & montrer que z € F.
Pour cela, montrer que z € H N G et utiliser I’hypotheése
HNnG=FNH.

a) Vérifier que (x,v) et (u,v,w) sont des familles libres ce

qui assurera que dimF =2 et dim G = 3.
Pour F + G on peut écrire F + G = Vect(u, v, w, x,y) mais la
famille (u,v,w, x,v) n'est pas libre (cing vecteurs dans R*
qui est de dimension 4).
Par contre on sait que dimF + G < 4 et on vérifie que
(4, v, w, x) est libre donc dimF + G > 4.
Grassmann assure que dim(F N G) = 1.
11 suffit d’en trouver un vecteur non nul.
D’apres la question a) on peut exprimer p en fonction de
(u,v,w,x):ontrouve 2u + 2V —w+x = .
Celadonne 2u+2v-w=y-x =(1,1,-1,-1) e FNG

— S~

er eG

b)

a) Vérifier que
e dimF+dimG=3
* FNG={(0,0,0)}.
b) Il suffit de trouver une base de F et d’y adjoindre (1,0, 0).

a) Pour tout u = (x,7,2) € R :

x-v-z=0
uerNG
x-1v+z=0
On trouve FNG = Vect((l, 1, 0))
b) Procéder par inclusion-dimension pour montrer que
F+G=R".

a) Ecrire F comme un vect (fixer P = aX? +bX?> +cX +d €

R3[X] puis calculer P(X?) et X?P(X) et identifier les coef-
ficients pour former un systéme) on trouve F = Vect(X?).
b) On trouve que dim G = 3.
c) Vérifier que
e dimF+dimG=4
* FN G ={0} (fixer P € F NG puis traduire chaque condi-
tion : P € F donc P est de la forme AX? et P € G donc
P(-1)=P(2)).

Déterminer un base de F, on trouve que F est de dimension
2. Ensuite on peut construire G comme le sous-esapce en-
gendré par les polyndmes de la base canonique choisis pour
compléter le base de F : ici G = Vect(1, X) convient.

Fixer M € .#,(K) puis montrer par analyse-syntheése
qu’il existe un unique couple (S,A) de matrices tel que :

*S+A=M e*Se.¥, *Aecg,

Fixer ¢ € E puis montrer par analyse-synthése
qu’il existe un wunique couple (f,C) tel que
*f+C=¢p e*feE *CeG

L'ensemble G des fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal a n—1 convient. Le vérifier par analyse-syntheése.



