Espaces vectoriels

Exercices

m Sous-espaces vectoriels

1 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces
*4% vectoriels de IR??
a)F, = {(x,y) eR?|x= 23}} b)F, = {(x,y) eR?|x+p= 1}
C)F3= {(x,y) eR?|xy= 0} d)F, = {(x,y) eR? | x S}/}
2 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces
* vectoriels de (R, R)?
a) L'ensemble F; des fonctions croissantes.
b) L'ensemble F, des fonctions bornées.
c) Lensemble F5 des fonctions f vérifiant f(1)=0.
d) L'ensemble F, des fonctions f vérifiant f(0) = 1.
3 Déterminer si les ensembles suivants sont ou non des

*.0 R-espaces vectoriels :

a) Lensemble: F; ={PeR[X] | P(X)=XP'(X)+P(0)}

b) Lensemble: F,={PeR[X] | degP(X)=> 3}

c) L'ensemble F5 des suites qui convergent vers 0.

d) L'ensemble F, des suites géométriques.

e) Lensemble F5 des solutions sur IR de I’équation différen-
tielle:  p”+ 5y =cost.

f) L'ensemble Fg des solutions sur IR de ’équation différen-
tielle: (1+t2)y”+ty’ -3ty =0

4 | Soit E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces
¥ vectoriels de E. Démontrer que F U G est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si FC Gou G CF.

5 | Soit E un K-espace vectoriel et Fy,..., F, des sous-espaces
¥ vectoriels stricts de E. Montrer que F; U---UF, = E.

m Combinaisons linéaires

6 1. Dans R?, le vecteur u = (4,1,0) est-il combinaison li-
néaire de e =(1,-1,2)ete, =(1,1,-1)?

*

2. Dans R[X], P = 16X3 —7X? + 21X — 4 est-il combinaison
linéaire de A =8X>-5X*+1et B=X*+7X-2.
3. Dans .Z (R, R), la fonction g : x +> cos? x est-elle combi-

naison linéaire de f; : x> 1 et f, : x > cos(2x).

Dans .#(R,R), la fonction f : x > sin(2x) est-elle combi-
naison linéaire de sinus et cosinus?

4.

7 | Soit m € R. Dans R3, on considére les vecteurs u = (1,1,m)
et v =(m,1,1). A quelle condition nécessaire et suffisante
sur m le vecteur (1,m, 1) appartient-il a Vect(u,v)?

*

Soit n € IN Pour tout entier k € [0,n] et tout x € R on
pose: fr(x)= =coskx et k(x) = cos(kx).
Montrer que Vect(fr)o<k<n = Vect(gk)o<k<n

= Familles libres

9 Les familles suivantes sont-elles libres dans R3? 23
*ra) #=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)). o
b) Z,=((1,1,a),(1,a,1),(a,1,1)) ot a € R.
10

* est-elle une famille libre de R[X]?

a) PL=1+X?% P,=2+X+X? P3=1+X.
b) P =(X-1)(X-2), B, =(X-1)(X-3), P;=(X-2)(X-3).

11
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Dans chacun des cas suivants, la famille (P, P, P;) | 24| Soient (x;)o<i<, tels que 0 =xp <xj <---

Hokok

Montrer que les suites (1)yen, (7)nen €t (72)nen
forment une famille libre de RN,

Montrer que fi : x k> e¥, fr 1 x > e?¥, f3:x > I
forment une famille libre de .# (R, R)

Pour A € R, on note f) la fonction x > ¥ de R dans R
1. Soit n € IN*. Montrer que (fi)o<k<, est une famille libre
2. Montrer que (f)),er est une famille libre.

= sin(2Kx).
(]R R).

Pour tous k e Net x € R, on pose:  fx(x
Montrer que (f)xen est une famille libre de .#

Pour tous k e N et x € R, on pose :  fi(x) = cos(xF).
Montrer que (f;)ren est une famille libre de % (R, R).

1

X% Montrer

Pour tout k € IN, on pose : Fy
que (Fg)ken est une famille libre de R(X).

Soit (u;)1<j<p une famille libre d"un K-espace vectoriel
Eetaé Vect(u;)i<i<p- Montrer que (u; +a)<;<p est libre.

Soit G un groupe.
Soit fi,..., f, des morphismes de groupes distincts de G dans
C*. Montrer que (f)1<k<n €st une famille libre de .Z (G, C).

m Bases

Soient E un K-espace vectoriel et uy,...,u, € E.
Pour tout k € [1,n]], on pose : v = uy + -+ U.
1. Montrer que (uy,...,u,) est libre ssi (vy,...,v,) lest.
2. Montrer que (uy,...
(vi,...,vy) lest.

,u,) est génératrice de E ssi

Dans chacun des cas suivants, déterminer une base de
l’espace vectoriel E :
a) E :{(x,y,z)elR3 | x+2yp—z= O}
b) E= {(x,y,z,t) eR* | x+y=0et2x—z+t= O}

c) E=Vect((1,3,0,1),(3,2,1,4),(8,3,3,11),(58,1,6))
Dans chacun des cas suivants, déterminer une base de

I’espace vectoriel E :
a) E=Vect(2X+1,X+3,4X+7)

b) E:{PEIR3[X]|P( Oetjo t)dt =0 }
¢) E={PeRs[X] | P(0)=P(1)=P(2) =0}
On pose A = (3 _1) et on note ¢ l'ensemble des

matrices M € .#,(R) qui commutent avec A i.e. telles que
MA = AM.

a) Montrer que % est une sous-algebre de .#5(IR).

b) Déterminer une base de ¥.

On pose F =
Montrer que F un sous-espace vectoriel de
déterminer une base.

{x > P(x)sinx + Q(x)cosx, P,Q € R, [X]}.
Z(R,R) et en

<x,=1.0nnote F
le sous-espace de €([0,1] R) formé des fonctions continues
sur [0,1] dont la restriction a chaque intervalle [x;,x;,] est
affine. Déterminer une base de F.



