V Complément : la notion d’algebre Espaces vectoriels

1 Algebre

Définition 1
Une K-algebre est un ensemble A muni de deux lois de composition interne + et x et d’'une multiplication
externe - telles que

i) (A, +,x) est un anneau
ii) (A,+,-) est un K-espace vectoriel

iii) Pour tout A€ Kettous ,7€A: (A-X)xy=¥x(A-7)=A-(¥%x7D).
-

Exemple 1 — Soit X C IR, non vide. L'ensemble .# (X, R) des applications de X dans IR est une R-algebre.
Exemple 2 — Pour tout n € N, I'ensemble .#,(IK) des matrices carrées est une K-algebre.

Exemple 3 — L'ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K est une K-algebre.

« Remarque. Notons 14 I’élément neutre de A pour X.

La propriété iii) assure en particulier que pour tout A € K et tout Y€ A: A-X=(AT4)x¥=x (A1)

Dans .#,(IK), cela signifie que pour tout A € K et toute M € .#,(K): AM =(AL,)xM =M x(AL,).

Dit autrement, on retrouve la propriété selon laquelle, dans .#,(K), il revient au méme de multiplier (au sens
espace vectoriel) M par le scalaire A ou de multiplier M (au sens anneau) par la matrice scalaire AI,

2 Sous-algebre

Définition 2

Soit (A, +,X%,-) une [K-algebre. Une sous-algebre de A est une partie B de A telle que :
e Best un sous-anneau de (A, +, x)
* B est un sous-espace vectoriel de (A,+,")

SF 10 : pour montrer que B est une sous-algébre de A

On vérifie que :

i) B posséde I'élément neutre pour x : T,eB

ii) Best stable par combinaisons linéaires : VX, 7€ B, VA, ueK, AX+uye€B.
iii) B est stable par multiplication:  VX,j€B, XXy€B

m Exemples dans I'algébre RN des suites réelles

Sous-algebre Seulement sous-espace vecoriel

Ensemble des suites convergentes Ensemble des suites de limite nulle

Ensemble des suites suites bornées Suites u telles que: VnelN, u,,, =au,,1 +bu,

m Exemples dans I'algébre .7, (K) des matrices carrées

Sous-algebre Seulement sous-espace vecoriel

Ensemble des matrices diagonales Ensemble des matrices symétriques
Ensemble des matrices triangulaires supérieures Ensemble des matrices antisymétriques
Ensemble K[M]={P(M); P e K[X]} Ensemble des matrices strictement
des polyndmes en une matrice M donnée triangulaires supérieures (ou inférieures)

Exercice 1 — Soit M € #,(K). On pose: % (M)={N € #,(K); MN = NM]}.
Montrer que ¢’ (M) est une sous-algebre de .#,(KK).



