Il Somme de sous-espaces Dimension

m Cadre
On suppose ici que :
* F et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un K-espace vectoriel E.
¢ #=(by,...,by) est une base de F et ¢ = (cy,...,¢,) une base de G (donc p =dimF et g =dimG).

Théoréme 1

Si F et G sont en somme directe alors 1. (%4, %) est une base de F&G. 2.dim(F& G)=dimF +dimG.
La base (%, %) est appelée base adaptée a la somme directe.

Démonstration. Supposons F et G en somme directe: FNG ={0g}.
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1. * (B, %) est libre. Soient al,...,ap,[g’l,...,[a’q € K tels que : Zaibi + Zﬂjc]- =0g.
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Remarquons que : Za,-b,- = —Zﬁjc]- et les deux membres de cette égalité sont donc a la fois
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éléments de F et de G i.e. sont éléments de FN G = {0¢}. Les deux membres sont donc nuls :
P
e D’une part Za,-b,- = Of et la liberté de # impose a; =---=a, = 0.
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* D’autre part Z[a’jc]- = 0 et la liberté de ¢ impose f; =--- = f, = 0.
j=1

* (B,€) est génératrice de F® G. Soit z€ F® G. Il existe (x,v) € F x G tels que z=x+ .

p
e Puisque A est génératrice de F, il existe X1pme0rXp € K tels que: x= Zx,-bl-.
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* Puisque ¢ est génératrice de G, il existe py,...,9, € Ktelsque: p= Z;ujc]-.
j=1
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Par conséquent z = inbi + Zyjcj.
i=1 j=1
2. Sachant que (4, €) est une base de F @ G et par définition de la dimension :

dim(F @ G) = Card (%,%) = Card# + Card¥ = dim F +dim G

Théoréme 2 ]

Si (#,€) est une famille libre, alors F et G sont en somme directe.

Démonstration. Supposons (%, %) libre et montrons que: FNG ={0g}.
Soitze FNG:

P
* z€ Fdoncil existe xy,...,x, € Ktelsque: z= inb,-.
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* z€ Gdoncil existe y,...,y, € Ktelsque: z= Zy]-cj.

j=1
Par différence:  xyby +--+x,b, —p1c) =+ =y, =0

combinaison linéaire nulle de (%,%)
La liberté de (#,¢) impose: x;=---=x,=-y;=---=-y,=0 etdoncz=0.



