
ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE III Somme de sous-espacesIII Somme de sous-espaces Dimension
■ Cadre

On suppose ici que :
• F et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’unK-espace vectoriel E.
• B = (b1, . . . , bp) est une base de F et C = (c1, . . . , cq) une base de G (donc p = dimF et q = dimG).

Si F et G sont en somme directe alors 1. (B,C ) est une base de F ⊕G. 2. dim(F ⊕G) = dimF + dimG.
La base (B,C ) est appelée base adaptée à la somme directe.

Théorème 1

Démonstration. Supposons F et G en somme directe : F ∩G = {0E}.

1. • (B,C ) est libre. Soient α1, . . . ,αp,β1, . . . ,βq ∈K tels que :
p∑

i=1

αibi +
q∑

j=1

βjcj = 0E .

Remarquons que :
p∑

i=1

αibi︸  ︷︷  ︸
∈F

= −
q∑

j=1

βjcj︸    ︷︷    ︸
∈G

et les deux membres de cette égalité sont donc à la fois

éléments de F et de G i.e. sont éléments de F ∩G = {0E}. Les deux membres sont donc nuls :

• D’une part
p∑

i=1

αibi = 0E et la liberté de B impose α1 = · · · = αp = 0.

• D’autre part
q∑

j=1

βjcj = 0E et la liberté de C impose β1 = · · · = βq = 0.

• (B,C ) est génératrice de F ⊕G. Soit z ∈ F ⊕G. Il existe (x,y) ∈ F ×G tels que z = x+ y.

• Puisque B est génératrice de F, il existe x1, . . . ,xp ∈K tels que : x =
p∑

i=1

xibi .

• Puisque C est génératrice de G, il existe y1, . . . , yq ∈K tels que : y =
q∑

j=1

yjcj .

Par conséquent z =
p∑

i=1

xibi +
q∑

j=1

yjcj .

2. Sachant que (B,C ) est une base de F ⊕G et par définition de la dimension :

dim(F ⊕G) = Card (B,C ) = CardB + CardC = dimF + dimG

Si (B,C ) est une famille libre, alors F et G sont en somme directe.

Théorème 2

Démonstration. Supposons (B,C ) libre et montrons que : F ∩G = {0E}.
Soit z ∈ F ∩G :

• z ∈ F donc il existe x1, . . . ,xp ∈K tels que : z =
p∑

i=1

xibi .

• z ∈ G donc il existe y1, . . . , yq ∈K tels que : z =
q∑

j=1

yjcj .

Par différence : x1b1 + · · ·+ xpbp − y1c1 − · · · − yqcq︸                                     ︷︷                                     ︸
combinaison linéaire nulle de (B,C )

= 0

La liberté de (B,C ) impose : x1 = · · · = xp = −y1 = · · · = −yq = 0 et donc z = 0E .


