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1 Les définitions

Définition 2

Une application f : E — F est dite :

= Injective si : tout élément de F a au plus un antécédent par f.
» Surjective si : tout élément de F a au moins un antécédent par f.

= Bijective si :tout élément de F a exactement un antécédent par f
i.e. si f est injective et surjective

SF 5/SF 8 : montrer que f n’est pas injective/surjective

Exemple 2 : Sont-elles injectives ? Surjectives ?

a) f: R— R b) g: C— C
X +— COS X z — 7
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Exemple 3

Z L est injective sur C\ {/}.

z—

Montrer que I'application f : z —
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2 Prouver l'injectivité en pratique

Théoréme 1 : Cas des fonctions réelles

Soit D une partiede Ret f: D — R.
Si f est strictement monotone sur D, alors f est injective.

Exercice 1

Démontrer ce théoréme dans le cas ou f est strictement croissante.
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3 Prouver la surjectivité en pratique

Je sais trouver

une solution

Pour montrer que f est surjective

On fixe y € F, puis on construit x € E tel que f(x) =y .

Exemple 4

Montrer que f : C — C* est surjective.
z — €f
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1 Composition des applications

Cadre gof

E-S F & ¢
X — —

f(x) — g(f(x))

La composée de f par g est 'application go f : E — G définie par :

Vx € E, gof(X)d?g(f(X))

Théoréeme 1 : Associativité

Si h: G — H est une application:  ho(gof)=(hog)of

Exercice 1

Démontrer ce théoreme
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1 Composition des applications

Définition 2

= |'identité de E est I'application Idg: E — E

X —— X
lldFOf:f lfO|dE:f

Théoréme 2

= Si f et g sont injectives, alors : g o f est injective.
= Si f et g sont surjectives, alors : g o f est surjective.

= Sif et g sont bijectives, alors : g o f est bijective.

Exercice 2

Démontrer les deux premiers points
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Exemple 1

f : x — €~ est bijective de R sur R*, de réciproque ' :y — Iny.

Remarque

Si f est bijective :
1. VxeE, fYf(x)= 2.
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Définition 3
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2 Réciproque d’une bijection

Remarque

Si f est bijective :
1. WxeE, f1{f(x))=x. 2. VyeF, f(flYy)=y

Si f . E — F est bijective :
1. 2.




2 Réciproque d’une bijection

Remarque

Si f est bijective :
1. WxeE, f1{f(x))=x. 2. VyeF, f(flYy)=y

Si f . E — F est bijective :
1. flof=Id 2. fofl=Id




2 Réciproque d’une bijection

Remarque

Si f est bijective :
1. WxeE, f1{f(x))=x. 2. VyeF, f(flYy)=y

Si f . E — F est bijective :
1. f_lof:|dE 2. fof_1:|d/:
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2 Réciproque d’une bijection

A priori
quelconque

Soit f: E — F une application. On suppose qu'il existe
g:F—> Etelleque: gof=Idg et fog=Idr.
Alors :  f est bijective et g=/f"1

Exercice 3

Démontrer le théoreme.
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jective et surjective
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SF 10 : Montrer que f : E — F est bijective

Méthode1  On | Méthode 2 Méthode3 On
trouve g : F — E montre que f est in
telle que gof = Idg jective et surjective

et fog=Idg
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2 Réciproque d’une bijection

SF 10 : Montrer que f : E — F est bijective

Méthode1  On | Méthode2 On | Méthode3 On
trouve g : F — E | fixe y € F et on | montre que f est in
telle que gof = Idg | résout f(x) =y jective et surjective
et fog=Idg
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[Bijectivité + Réciproque) [Bijectivité + Réciproque)

Bijectivité

5F 10 : Montrer que 7/ E — F est bijectivZ

Méthode1  On | Méthode2 On | Méthode3 On
trouve g : F — E | fixe y € F et on | montre que f est in

telle que gof = Idg | résout f(x) =y jective et surjective
et fog=Idg

Exemple 2
Prouver que f est bijective et déterminer sa réciproque.

a) f:t— (1—t)a+tbde[0,1] sur [a,b]
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2 Réciproque d’une bijection

[Bijectivité + Réciproque) [Bijectivité + Réciproque)

Bijectivité

5F 10 : Montrer que 7/ E — F est bijectivZ

Méthode1  On | Méthode2 On | Méthode3 On
trouve g : F — E | fixe y € F et on | montre que f est in

telle que gof = Idg | résout f(x) =y jective et surjective
et fog=Idg

Exemple 2

Prouver que f est bijective et déterminer sa réciproque.

1
b) f:x— — de R* sur R*
X
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2 Réciproque d’une bijection

[Bijectivité + Réciproque) [Bijectivité + Réciproque)

Bijectivité

5F 10 : Montrer que 7/ E — F est bijectivZ

Méthode1  On | Méthode2 On | Méthode3 On
trouve g : F — E | fixe y € F et on | montre que f est in

telle que gof = Idg | résout f(x) =y jective et surjective
et fog=Idg

Exemple 2
Prouver que f est bijective et déterminer sa réciproque.

241 4e €\ {i} sur C\ {1}

zZ—

c) f:zw—
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2 Réciproque d’une bijection

Théoreme 5 : Réciproque d’'une composée

Sif:E — Fetg:F — G sont bijectives alors g o f est bijective
et :
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2 Réciproque d’une bijection

Théoreme 5 : Réciproque d’'une composée

Sif:E — Fetg:F — G sont bijectives alors g o f est bijective
et :
(gof)t=fTlog™
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2 Réciproque d’une bijection

Théoreme 5 : Réciproque d’'une composée

Sif:E — Fetg:F — G sont bijectives alors g o f est bijective
et :
(gof)t=fTlog™

Exercice 4

Démontrer le théoréme précédent.
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images par f des éléments de A :
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1 Image directe, image réciproque

Soit A C E. L'image de A par f est I'ensemble, noté f(A), des
images par f des éléments de A :

f(A) = {f(x), x € A}

Retenir
y € f(A) signifie : il existe x € A tel que f(x) =y

Exemple 1
1. Déterminer I'image de [—1,2] par la fonction f : x — x2.

2. Déterminer I'image de R par la fonction f : x — xe*.



1 Image directe, image réciproque

Soit A C E. L'image de A par f est I'ensemble, noté f(A), des
images par f des éléments de A :

f(A) = {f(x), x € A}

Retenir

y € f(A) signifie : il existe x € A tel que f(x) =y

Exemple 2

On consideére I'application f : z +— exp z de C dans C.
Déterminer f(iR).



1 Image directe, image réciproque

Soit A C E. L'image de A par f est I'ensemble, noté f(A), des
images par f des éléments de A :

f(A) = {f(x), x € A}

Retenir
y € f(A) signifie : il existe x € A tel que f(x) =y

Exemple 3

On considere I'application f : z — z2 de C dans C et on note A la
droite d'équation y = x. Montrer que :  f(A) = iR



1 Image directe, image réciproque

Définition 2
Soit B C F. L'image réciproque de B par f est |'ensemble, noté
f~1(B) des antécédents par f des éléments de B
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Définition 2
Soit B C F. L'image réciproque de B par f est |'ensemble, noté
f~1(B) des antécédents par f des éléments de B

fY(B) = {x € E | f(x) € B}

Retenir
x € f~1(B) signifie : f(x) € B



1 Image directe, image réciproque

Définition 2
Soit B C F. L'image réciproque de B par f est |'ensemble, noté
f~1(B) des antécédents par f des éléments de B

fH(B) = {x € E | f(x) € B}

Retenir
x € f~1(B) signifie : f(x) € B

Attention
f~1(B) est défini méme si :
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Définition 2
Soit B C F. L'image réciproque de B par f est |'ensemble, noté
f~1(B) des antécédents par f des éléments de B

fH(B) = {x € E | f(x) € B}

Retenir
x € f~1(B) signifie : f(x) € B
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1 Image directe, image réciproque

Soit B C F. L'image réciproque de B par f est |'ensemble, noté
f~1(B) des antécédents par f des éléments de B

fY(B) = {x € E | f(x) € B}

« bloc » défini
sans utiliser f~1

Retenir
x € f~Y(B) signifie : f(x) €

Attention

=Y est défini méme si : f n'est pas bijective

17



1 Image directe, image réciproque

SF 12 : Cas d’une fonction de R dans R

= Trouver f~1({y}) revient & résoudre :

= Trouver f~1([a, b]) revient A résoudre :
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1 Image directe, image réciproque

SF 12 : Cas d’une fonction de R dans R

= Trouver f~1({y}) revient & résoudre : f(x) = y

= Trouver f~1([a, b]) revient a résoudre : a < f(x) < b
Exemple 4

1. Déterminer I'image réciproque de [1,2] par exp
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1 Image directe, image réciproque

SF 12 : Cas d’une fonction de R dans R

= Trouver f~1({y}) revient & résoudre : f(x) = y
= Trouver f~1([a, b]) revient a résoudre : a < f(x) < b

Exemple 4

1. Déterminer I'image réciproque de [1,2] par exp
2. Déterminer I'image réciproque de [4, +oo[ par f : x ++ x2.
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1 Image directe, image réciproque

SF 12 : Cas d’une fonction de R dans R

= Trouver f~1({y}) revient & résoudre : f(x) = y

= Trouver f~1([a, b]) revient a résoudre : a < f(x) < b
Exemple 4

1. Déterminer I'image réciproque de [1,2] par exp
2. Déterminer I'image réciproque de [4, +oo[ par f : x ++ x2.

3. Soit f : x = sinx de R dans R.
Déterminer : £~ 1({0}) et f~1(]2,3]).

18



1 Image directe, image réciproque

SF 12 : Cas général

Exemple 5

1. On considere I'application f : z + z% de C dans C.
Montrer que :  f~1(R*) = /R*.

19



1 Image directe, image réciproque

Exercice 1 : Partition de I'’ensemble de départ par f

Montrer que :

E= U )

y€ef(E)

20
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1 Image directe, image réciproque

[Ensemble des antécédents de y par f :]

Exercice 1 : Partition de I'’ensemble [de départ par f

Montrer que :

E=J )

y€ef(E)
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1 Image directe, image réciproque

Ensemble des antécédents de y par f :
Fi{y)={x€E | f(x) =y}

Exercice 1 : Partition de I'’ensemble [de départ par f

Montrer que :

E=J )

y€ef(E)

20



2 Prolongement, restriction d’une application

Soient f : E — F et A une partie de E.
La restriction de f a A est I'application f|, : A — F définie par :

21
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Soient f : E — F et A une partie de E.
La restriction de f a A est I'application f|, : A — F définie par :

Vx € A, fl,(x) = f(x)
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2 Prolongement, restriction d’une application

Définition 3
Soient f : E — F et A une partie de E.
La restriction de f a A est I'application f|, : A — F définie par :

Vx € A, fl,(x) = f(x)

Exemple 6

Que peut-on dire de la restriction de la fonction tan a |75, 5[?
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2 Prolongement, restriction d’une application

Définition 4
Soient A une partiede E et f : A— F. N
Un prolongement de f a E est une application f : E — F telle que :
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2 Prolongement, restriction d’une application

Définition 4
Soient A une partiede E et f : A— F. N
Un prolongement de f a E est une application f : E — F telle que :

Vx € A, f(x) = f(x)

Exemple 7

On consideére I'application f : R* — R .
sin x
X — —

X
Peut-on prolonger f a R en une fonction continue ?

22
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