= Exercice de cours sur 8 points

L'un des exercices de la liste fournie.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

1 Equations du premier ordre
« Cadre. » K désigne R ou C.

e | est un intervalle de IR.

1.1 Généralités

On étudie I’équation : (E) v +a(t)y=>(t)ou:

¢ l'inconnue est une fonction y : I — IK, dérivable.
* a,b:1 — K sont deux fonctions continues fixées (b est le second membre)

1.2 Equation homogéne

» Cadre. * On cherche a résoudre (Ey) v"+4a(t)y =0 * A est une primitive de a4 sur I

Théoreme

Les solutions de (Ey) sont toutes les fonctions de la forme t — Ce=4(") ou C € K
est une constante quelconque.

1.3 Equations avec second membre

m Structure de I’ensemble des solutions

» Cadre. On suppose avoir trouvé une solution particuliére y; de (E).

Théoréme : Structure de I’ensemble des solutions

Les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme y; + vy ol v, est
une solution quelconque de (E).

« solutions de (E) = solution particuliére + solutions de (Eg)»

du 3 au 7 novembre
m Méthode générale de résolution par variation de la constante.
En pratique : résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1

1. Résolution de I’équation homogene. Les solutions sont toutes les fonctions de

la forme |y : t > Ce™(!'| o1 C € K et o (A est une primitive de aJ

2. Variation de la constante. On cherche une solution particuliére y; sous la forme

(yl e /\(t)e‘A(”J v, est solution pourvu que [ A'(t) = b(t)e*") | pour tout t € I
3. Conclusion. Les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme
ou Yy est une solution quelconque de (E)

m Solutions particuliéres simples
A l’étape 2, la méthode de la variation de la constante est un moyen général pour

trouver une solution particuliere. Dans certains cas, on peut procéder autrement :
a) Solution « évidente ».

, . . b .
b) Siaet b sont des fonctions constantes. La fonction constante y; = —— est solution
a

c) Principe de superposition. Lorsque le second membre est de la forme by (t) + by(t),
une solution particuliere est la somme d’une solution particuliére de I’équation
avec second membre b (t) et d'une solution particuliére de I’équation avec second
membre by(t).

m Conditions initiales.

Théoréeme

Pour tout (tg, ) € I x K, il existe une unique solution au probleme de Cauchy :
{y'+ a(t)y = b(t)

sur [
y(to) = a.

1.4 Application classique : une équation fonctionnelle
L'exercice classique suivant a été traité en cours et est a savoir refaire :

Exercice 1 — Trouver toutes les fonctions f : IR — R, dérivables, vérifiant :

Vx,t€R, fx+t)= f(x)f(t)
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2 Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

2.1 Geénéralités

On étudie ici les équations de la forme : (E) y”+ay +by=s(t), ou:
* L’inconnue est une fonction deux fois dérivable y : I — K
* g,b € K sont des constantes.
* 5:] — K est une fonction continue (le second membre).
m Résultats généraux. analogues a ceux sur le premier ordre :
* Un théoréme de structure assurant que si l'on dispose d’une solution particu-
liere v, de (E), alors les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme
V1 + Vo ou g est une solution quelconque de (Eg).
¢ Un principe de superposition des solutions.
* Un théoreme sur les conditions initiales assurant qu’étant donnés ty € I et
a, p €K, il existe une unique solution au probleme de Cauchy :
v(to)=a et V'(to)=p

avec

v +ay’ +by =s(t)

m Equation caractéristique
Soit A € K. La fonction t > e est solution de (Eg) ssi A vérifie A2 +al+b=0.
Définition

L’équation du second degré (€): A% +al+b = 0 est "équation caractéristique.

2.2 Equation homogéne
(Eo)

Théoréme : Solutions de (E;) pour K = C

On cherche a résoudre : v’ +ay’+by =0.

Théoréeme : Solutions de (E;) pour K = C N
Discriminant A de (¢) | Racines de (¢) | Les solutions de (Eg) sont les fonctions :
A>0 Aetd, t > AeMit 4 Belat
A=0 Ao t > (A + Bt)eto!
A<O a+if v:t> e (Acosft + Bsin Bt)
§ J

2.3 Equations avec second membre exponentiel

On étudie ici ’équation : (E) v”+ay +by=s(t).
On associe a (E) I’équation homogeéne : (Eg) v” "+by=0.
En pratique : trouver une solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™!
1. On regarde si m [ (cg) 4 /c\ieux/\ ] [ (‘f)da u&e r;cme ]
est solution de I'équa- racines 41 # -2 oupe o
tion caractéristique me (g, Az me (A, ) m# Ao m= Ao

2. On cherche
une solution
vy de la forme :

“* Attention “* C est a trouver explicitement (en testant y; dans I’équation)
-~

Cas ou f () = K coswt ou K sin wt

1. On cherche une solution particuliére pour le second membre s(t) = Ke'®*
2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution obtenue.

Racines de (%)

/\1 et /\2

Les solutions de (Eg) sont les fonctions :
t > AeMt + Betat

Discriminant A de (%)

A=0

A=0 Ao t > (A + Bt)eto!

2.4 Application classique : une (autre) équation fonctionnelle
L'exercice classique suivant a été traité en cours et est a savoir refaire :

Exercice 2 — Trouver toutes les fonctions f : R — IR dérivables et telles que pour
toutxeR: f/(x)=f(m—x).

L'adresse de la page des maths est : https://mathieucathala.fr
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