du 26 au 30 janvier

Toutes les définitions /énoncés du cours sont a connaitre précisément.

= EXxercice de cours
Dans tout le chapitre K est R ou C.

= Arithmétique dans K[ X]

Adaptation des résultats d’arithmétique vus dans Z : PGCD, PPCM, relation de
Bézout, polynémes premiers entre eux, théoréeme de Bézout, lemme de Gauss et ses
conséquences.

1 Factorisation irréductible sur R ou C

Aucun exercice de cours cette semaine.

1.1

Polynémes irréductibles

Définition

Un polynéme P € K[X] non constant est dit irréductible dans IK[X] si ses seuls
diviseurs sont 1 et P a constante multiplicative non nulle pres.

* Remarque. Les polynomes irréductibles sont les analogues dans IK[X] des nombre
premiers dans Z.

Théoreme : Lemme d’euclide

Soit P € K[X] irréductible et soient A,B € K[X]. SiP|ABalorsP|AouP|B. ]

1.2 Factorisation dans C[X]

Théoréeme : d’Alembert-Gauss (Admis) 2

Tout polyndme non constant de C[X] posséde au moins une racine complexe.
En conséquence tout polyndme non constant de C[X] est scindé sur C.
L

Théoréme )

Soient P,Q € C[X], non tous deux nuls. P et Q sont premiers entre eux ssi ils
L n‘ont aucune racine commune dans C.

J

En pratique : pour factoriser P € C[X] de degré »

On cherche ses n racines complexes (comptées avec multiplicités).
————

« A connaitre.|X" -1 = i_[(X i ) et
k=0

1.3 Factorisation dans R[X]

Théoréme : Factorisation dans R[X]

Tout polynéme non constant R[X] peut s’écrire comme un produit :
* de polynomes de degré 1
* et de polyndomes de degré 2 discriminants strictement négatif

En pratique : pour factoriser dans R[X]

1. On factorise dans C[X]
2. On regroupe les facteurs conjugués : (X —a)(X —a) = X?> - 2ReaX +|a|?

| r

+ A connaitre. ((X -l (X -e79) = X2 -~ 2cosOX + 1]

1.4 Décomposition en facteurs irréductibles

Théoréeme 3

i) Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement les polynomes de degré 1
ii) Les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les

polyndmes de degré 2 a discriminant strictement négatif.
J/

Théoreme 3

Tout polynéme non nul de IK[X] est le produit d'un élément de KK* et de poly-
nomes unitaires irréductibles dans IK[X]; I’écriture est unique a 'ordre preés des
| facteurs

J

* Remarque. Comme dans Z, on peut utiliser la décomposition en facteurs irré-
ductibles pour calculer
¢ les diviseurs d’un polynome

e un PGCD e un PPCM

Page 1/3



2 Décomposition en éléments simples :

2.1 Corps des fractions rationnelles

Présentation rapide du corps des fractions rationnelles (construction admise du
corps des fractions de I'anneau intégre K[X]), forme irréductible, degré, fonction

rationnelle.

2.2 Zéros et poles

le théorie

Définition
. P .y . .
Soit F = 2 € IK(X), irréductible, et soit a € K.

e aestunzérode F si a est une racine de P
e aestun pblede de F si: a est une racine de Q

2.3 Partie entiere

Théoréeme

Soit F. Il existe un unique couple (E, G) € K[X] x K(X) tel que

F=E+G et degG <0

2.4 Les gros théoremes (admis)

o Cadre. Etant donnée F € IK(X) on note :

* E sa partie entiere.

° ay,...,a ses poles, de multiplicités respectives my,...,
m Cas K=C

my.

Théoréeme

F s’écrit de maniere unique sous la forme

Nt

agq ain

T X

ai,m,' _
(X —apmi )

F=
_al

partle entiére
partie polaire associée a a;

ou les a; ; sont des complexes.
.

m Cas K=R

Théoreme

F s’écrit de maniere unique sous la forme

= E+ZZ a” +ini

11]1 i=1 j=1

Bij X+ Vi
(X2 +piX +9q;)

En pratique

E est le quotient dans la division euclidienne de A par B.
~—
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ou les a; ;, B; i, vi,j sont des réels.
.




3 Pratique de la décomposition en éléments simples

* But. Etant donnée F € IK(X), calculer les coefficients de sa DES.

Le point de départ

1. On détermine sa partie entiére par une division euclidienne (elle est nulle
sidegF <0)

2. On factorise le dénominateur pour trouver les poles et leurs multiplicités.

3. On écrit la D.E.S. avec des coefficients indéterminés.

3.1

» Cadre. a est un pdle simple de F(X), la décomposition en éléments simples est de

Cas des poles simples

la forme :

F(X)= +G ouanest pas pole de G.

—-q
* Objectif. On cherche a calculer le coefficient a.

Méthode du « cache »
On multiplie la décomposition en éléments simples par (X —a) puis on évalue en

a.
~———

Théoréme

3.3 Décomposition de =

Théoréeme

Soit P € C[X]\ C, soient ay,...,a; € C les racines de P et soient my,...,m € N

leurs ordres :

4 Application au calcul de primitives de fractions ra-

tionnelles

b
* But. Etant donné F € R(X) on cherche a calculer J F(t)dt.

a

Méthode générale

On décompose F en éléments simples dans IR(X), on est ramené a primitiver des
«morceaux ».

Savoir parfaitement primitiver les « morceaux » suivants :

P(a)
Q’(a)

P
Soit F = ) € K(X), avec P A Q =1, admettant a pour pole simple :|a =

-1
1 1™ w
Exemple 1 -#- Dans C(X): =— ,oUwg=¢en
Xn—1 n;X—wk

3.2 Cas général

En pratique : calculer les coefficients de la décomposition

e Meéthode du « cache ». Si a est pdle d’ordre m, le coefficient de X—am s’ob-

tient en mutlipliant par (X —a)” puis en évaluant en a.

e Meéthode lil;l_‘l xF(x). Lorsque degF <0, le calcul de lirP xF(x) fournit une
X—+00 X—>+00

relation entre certains des coefficients.

e Evaluer en des points particuliers (qui ne sont pas des poles)
~—

Type 1 Type 2 Type 3
. " 1 ax+b
Fonction| Polynome X — X ——
(x—a)k x2+px+gq
(partie (aeR, keNY) ol p?—4g<0
entiere)
eSik=1: |eSik>2: i) On fait apparaitre —
(x— a)—k+1 ) "
Primitive| Polynome| x— In|x—a| | x+— .1 | beon fait apparaitre
o 2x + p au numérateur
ii) Le « morceau » res-
tant se primitive a 'aide
d’un arctangente

Ladresse de la page des maths est : https://mathieucathala.fr
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