du 12 au 16 janvier

Toutes les définitions /énoncés du cours sont a connaitre précisément.

= EXxercice de cours

Exercice 1 Théoréme du cours, chap. 16, V — Soient x1,...,x, € K deux a deux dis-
tincts et vy,...,v, € K quelconques. Montrer qu’il existe un unique P € K,_;[X] tel

n

que P(xx) = yx pour tout k € [[1,n]] et que ce polyndme est donné par: P = Z%’Li
i=1

(ot Ly,...,L, sont les polyndomes de Lagrange associés a xy,...,x,).

Exercice 2 Exercice feuille 14 — Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Trouver
le reste de la division euclidienne de X?" par (X?+1)%.  Pour vérification : on trouve
(-1)"(=nX%+1—-n).

Exercice 3 Exercice feuille 14 — Soient n € IN* et a € R. On pose P = (X + 1)" — ¢2i"4,

n-1 .
k
a) Calculer les racines de P dans C . b) En déduire : l_[sin(u+—n) = M
n on-1
k=0
n—-1
Exercice 4 Exercice feuille 14 — Soit n € IN*. On pose P = ZXk
) k=0 n=1
a) Pour k € [1,n—1]], calculer P’(wy) ou wy = e b) En déduire: | |P’(wy)=n""?
k=1

Dans tout le chapitre K est IR ou C.
0 Construction de I'anneau des polynémes

Définition de I'ensemble K[X] des polyndmes & une indéterminée a coefficient
dans K comme l'ensemble des suites d’éléments de IK nulles a partir d’un certain
rang. Polyndmes constants, polyndme nul. Opérations sur les polyndmes (somme et
produit). L'anneau (K[X], +, x). Notation polynomiale.

1 Divisibilité et division euclidienne

1.1

Degré d’un polynéme

Définition

e Soit P e K[X] avec P # 0 et (a,,),en la suite de ses coefficients (nulle apcr).
* Le degré de P est par définition le plus grand indice k tel que ay est non nul.

d
* d=degP signifie: P = Zuk et a;=0.
k=0

e Vocabulaire. ¢ a; est le coefficient dominant de P
* Remarques: Par convention deg0 = —co.

Pour tout 7 € N, on note K, [X] I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou

égalan
~—

Théoréeme 3

Soient P,Q € K[X]. * deg(P + Q) < max(degP,degQ) *degPQ =degP +degQ

* P est unitaire siay =1

Théoréeme : K[X] est un anneau intégre N

Soient P,Q € K[X]. SiPQ=0alorsP=00uQ=0
|\

* Elements inversibles de IK[X]. Il s’agit des polyndémes constants non nuls

1.2 Composition

Définition

n n
Soient P, Q € K[X], avec P = 4, X¥. On note Po Q ou P(Q) le polyndome ZQ".
k=0 k=0

* Remarque. Si le polynome Q n’est pas constant : (deg(P 0 Q) =degP xdeg Q)

1.3 Diviseurs, multiples

Définition

Soient A, B € K[X]. On dit que B divise A (ou que A est un multiple de B) si il
existe Q € K[X] tel que A = BQ.
* Polynémes associés. Soit A, BEK[X]:A|B et B|AedleK* | A=AB

1.4 Division euclidienne

Théoreme

Soient A, B € K[X], avec B = 0. Il existe un unique couple (Q,R) de polyndmes
tels que : 1.A=BQ+R 2.degR<(degB)-1.
Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
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2 Racines d’un polynéme
2.1

» Vocabulaire. Evaluation d’un polyndme, fonction polynomiale associée.

Evaluation d’un polynéme

Définition

Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de P dans K si P(a) = 0.

2.2 Racines et divisibilité

Théoreme )

Soient P € K[X] et a € K. P(a) = 0 ssi (X —a) divise P

. J

Théoreme )

Soit P e K[X] et ay,4ay,...,a; € K, deux a deux distincts.
k

P(ay) =---=P(ag) = 0 ssi P est divisible par ]_[(X —a;).
i=1

Vs
\

2.3 Racines et degré

|

Soit P € K[X], non nul. Si deg P = n (n € IN) alors P a au plus n racines dans K.

G

En pratique : pour montrer que P est nul

* Sion sait que degP < n et que P a (au moins) n + 1 racines, alors P = 0.
¢ Si P a une infinité de racines, alors P =0

» Conséquence. Si P(a) = Q(a) en une infinité de valeurs a € K, alors P = Q (i.e. P
et Q ont mémes coefficients).

3 Polynéme dérivé
3.1

Généralités

Définition

n n n-1
Soit P= Y apX* e K[X]avec n>1.On pose P’ = Z’kaka‘1 = Z(k +1)ag, XK
k=0 k=1 k=0
* Conséquences.*P'=0ssiPelK ¢SidegP>1: degP’'=fdegP-1

3.2 Polynémes dérivés d’ordre supérieur

Théoréme : Opérations N

Soient P,Q € K[X], A, y € K et soit n € N.
1. Combinaisons linéaires. (AP + uQ)" = AP 4 Q")
n

”) phQlnk)

2. Formule de Leibniz. (PQ)\" = Z(

k
k=0
J
Théoréeme : Formule de Taylor \
n
plk)
Soit a e K et n € IN. Pour tout P € K, [X]: P= Z k'(a) (X —a)k.
k=0 ’

Vs
.

3.3 Multiplicité d’une racine

Soit P € K[X] non nul et a € K. La multiplicité de a dans P est le plus grand m € N
tel que (X —a)™ divise P. Autrement dit, a est racine de multiplicité m de P si

e (X-a)™|P et (X-a)™! nedivise pas P

* ou encore si P = (X —a)"Q avec Q(a) = 0.

~—
Théoréeme )

Soit P € IK[X] non nul de degré n (donc n € IN).
*Si ay,...,a; sont des racines distinctes de P de multiplicités au moins my, ..., my
k
alors : ]_[(X —a;)" divise P
i=1
* P aau plus n racines comptées avec multiplicité.
\ J
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3.4 Polynémes dérivés et racines

Théoréme

Soient P € K[X],a € Ket meIN. Il y a équivalence entre :
i) aest racine de multiplicité m de P
it) P(a)=P'(a)=---=P"(a)=0et P"(a) =0

» Conséquences.
* g est racine simple de P si et seulement si P(a) = 0 et P’(a) = 0.
* Sia est de multiplicité m > 1 dans P alors a est de multiplicité m —1 dans P’.

Théoréme

Soient P € K]

4 Polynémes scindés, relations coefficients-racines
4.1 Polynémes scindés

X],aeKetmeIN*. (X-a)" divise P ssi P(a)=---=P"1(g) = 0]

Soit P € K[X], non constant de degré n. On dit que P est scindé sur K si :
* P se factorise dans K[X] en un produit de polyndmes de degré 1 i.e. s’il est de la

n
forme: P= AI_I(X —z;) pour certains A € K* et z¢,...,2, € C
i=1
o Cest équivalent a : P a (au moins) n racines comptées avec multiplicité
———

n

Exemple1 -o- | X" -1 = 2ikn

n

2ikm
n

l_ll(X—e

k=1

=il
(X —¢e
k=0

) et §Xk: )

4.2 Relations entre coefficients et racines

n—

m Cas n =2 (rappel)

b
SiP=aX?+bX+c=a(X-z)(X-2z,),alors et
a a

En pratique : résolution de systémes non-linéaires

Z1+2p=S5S

sont : les racines de X2 —sX +p.
ZiZ) =l

Les solutions de {

3/3

m Casn=3
SiP=aX?+bX?>+cX+d=a(X—-z)(X-2)(X -2z3) € K[X], alors

J

c

b
[Zl+22+23 :_E 212p + 2123 +2p23 = E @t 212323 = —

En pratique : résolution de systéemes non-linéaires

Z1+zp+z3 =«
Les solutions de {22, + 2,23 + 2,23 = sont : les racines de X® —aX?+ X - ).
21223 =Y
m Cas général

n
Soit P :Zaka =a,(X —z1)x...x(X - z,) un polyndéme scindé sur K de degré n
k=0

Théoréeme
a ! a
® Z1Zpt 123+ + 212y = limi © ]_[ZZ:(—l)n—O
a | ap
i=1
a,_
* Remarque. Pour tout k € [1,n] : Z i iy o0 i, = (—1)k 2=k
1<iy <<iy<n n

5 Interpolation de Lagrange
* Données. °* x,x,,...,x, € Kdistincts * v;,7,...,7, € K quelconques
Définition
. e . X —x;
Pour tout i € [1,n]], on définit le polynéme L; par: L; =
1<jen TN
j#i
Li(x;) =1
Ce polynome est de degré n—1 et vérifie : i(xi) .
Li(xx)=0 pour k=i

Ly,L,,...,L, sont les polyndmes de Lagrange associés a xy,...,x,.
~———

Théoréme

Il existe un unique P € K,_;[X] tel que :
n

Vke[1,n], P(xg)=vk,

Ce polynome est donné par : P = Z}’iLi-
i=1




