Suites

m Suites récurrentes linéaires

Une suite réelle u vérifie uyjg = —10240, uyg = 0 et
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Calculer ug et u;.

pour tout € N u,yn = 4(uyyq — Uy).

Soient a,b € R non tous deux nuls et (u4,),en définie
parug=0,uy=1let: VnelN, u,,=(a+b)u, —abu,
Déterminer une expression de u, en fonction de n.

Déterminer, suivant la valeur de a € C l'expression
des suites (u,),en € CN vérifiant :
VnelN, u,=2au,.1+4(ia—1)u,
Soit (u,),enN la suite complexe définie par :
ug=0, uy =1+4i et VnelN, u,p=(3-20)u,p1—(5-51)u,
Déterminer une expression de u, en fonction de n.

Une suite réelle u vérifie :
VnelN, u,>0 et
Montrer que u converge vers 0. Indication : Considérer la suite
(vy) vérifiant vo = ug, v1 = uy et :

1
Upip < 3Un+1 T gln

VnelN, vy = %Vn+1 + %vn.

Dans chacun des cas suivant, calculer en fonction
de n le terme général de la suite (u,),en -
1. ug=1et: VYneNN, u, =2u?2. Indication : A partir de
u, construire une suite auxiliaire arithmético-géométrique

YnelN, =5

_ _ . _ 6
2. ug=1,u; =2et: Upyy = Uy UL

On considére deux suites réelles u et v telles que, pour
1
j(”n"vn)+'2

Up+1

tout entier n de IN : :
Un+1 j(un"'vn)_l-
1. Montrer que la suite (z,), de terme général z,, = u, + iv,,
est arithmético-géométrique.
2. En déduire que u et v convergent et trouver leurs limites

Trouver toutes les fonctions f: R} — IR} vérifiant :
Vx>0, f(f(x))=6x-f(x)

Soit (x,) une suite réelle.
On suppose que xg >0et: VYnelN, x,.q =|x,—n]
1. Montrer qu’il existe ny € N tel que x,,; < n,.
2. Montrer que pour tout n>ng: X,y + X, =N,

. n .
3. Montrer que la suite (xn - E) est bornée.

m Opérations sur les limites

Dans chacun des cas, étudier la convergence de
la suite (u,,) et calculer sa limite lorsqu’elle existe.

a) u,=Vn2+n -Vn2-n b) u,=Ve"+cosn—V2"-1
24+ (=1)" 1y
c) unzw d) un:(lﬁ-a)
n
1 a - b"
&) up=) In(1- ;) ) un= 20 (@beR™)
k=2
nq 1
g) u, :Z? h) u,=(3-sin’n)n
k=2
2
) u,=eViln(l+n+e”) ) unzsin(%n)

Soit u une suite réelle. Montrer que
uﬂ

a)u, — 0 ssi v,= —
n—too 1+ u, n—ote

b) u, — 0 ssi uestbornéeetv, = — 0
n—-+oo 14 ul n—oteo
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Exercices

Soit a € R%. On pose up =1 et pour tout n € IN :

2
Upsr =@ u, +a" .

— —n’+n

1. Pour toutn €N, on pose: v, =a Upy.

a) Montrer que pour toutnelIN: v, —v,=a"".
b) Calculer v, en fonction de a et n pour tout n € IN*.

2. Etudier la limite de u en fonction du parametre a.

Soit (z,)sen une suite de complexes de module 1.
1 n-1
Pour tout n>1, on pose: m, = ;sz.
k=0
On suppose la suite (m,,),en+ convergente de limite .

%O
n—+oo

-1
1 n
On suppose enfin que pour tout k > 1: ;szﬂ-z_i
i=0
1. Soit N € N*. Etudier la limite de la suite (u,),en+ définie
2
N-1

Y (ki =0)
i=0

-1
1 n
pour tout entier n> 1 par: u,=—
" k=0
2. En déduire que ¢ = 0.

m Limites par encadrement

Soient u et v deux suites telles que pour tout n € IN :
0<u,<1 et 0<Lv,<1. Onsupposeque: u,v, — 1
—+
Montrer que u et v convergent vers 1. e

Soit u une suite convergente a termes tous distincts.
On suppose qu’il existe g € R} et N € IN* tels que pour tout
n>N:  |upe —uy|>qlu, —u,_q]. Montrer que g € ]0,1].

Dans chacun des cas, étudier la convergence de
la suite (u,) et calculer sa limite lorsqu’elle existe.

* . 1
%H (@beR:) b) un:;W

c) un:Z
k=1

a) uy,

n

y b

k=1

n
n?+k

n=

d) u

2n+1

1
;‘\/n2+k

e) u,

nz
1
=)
! T Vn? +k

Dans chacun des cas, étudier la convergence de
la suite (u,) et calculer sa limite lorsqu’elle existe.

n|b n! 1 ¢
a) ””szJ (mbeR?) b) u,=— ¢ un:mZk!
Tk=1
= [le-2
d) u,=) —. e) u,= 2——
k:O(k) k=1 2n
P toutn >2 S —i ln_n
our tou 2 £, 0N pOSE. n = h‘lk .

k=2

n
J, pour tout n > 2.

1
nl

S
2. En déduire que - — 1.
n n—+oo

1. Montrer que: §,=

j=2
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m Limites des suites monotones

n
1
Pour tout n > 1, on pose u, = kzp 27
1 1 1 =1 *
a) Montrer que: -—<-———— our tout entier k > 2.
) q 2 k-1 k P =
b) En déduire que (u,) est convergente.
Soitae IR: 28
n *
Pour tout entier naturel n, on pose: u, = l_[(l +ak).

k=0
a) Montrer que sia > 1, alors u, — +co

b) Montrer que si a < 1, alors (u,) converge.
29

On considere une suite u telle que uy > 0 et pour *#*
u?’l

Upyl = —F7——-
V1 +u,%

1. Montrer que (u,,) converge puis déterminer sa limite.

toutn e IN :

Iy, 1 1
2. En calculant la somme S, = —Z(—2 - 2—) de deux
TS e Y

facon différentes pour n > 1, montrer que Vnu, — 1.
n—+00

Soit u une suite telle que pour tout n € IN :

1
0<u,<1 et (1—un)un+1>z
1
a) Montrer que pour tout x €[0,1]: x(1-x) < T

b) En déduire que u converge vers un réel £ €[0,1].

1
c) Montrer que ¢ = 5

Soienta € ]0,1[ et u € RN telle que :
etpourtoutn>1: wu, =u,+a"u, ;.
Montrer que u est convergente.

0<uy<u
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Onposeu; =1 puis: uyy =1+—, pour
toutn>1. Un
a) Etudier la monotonie de (u,),ene-
b) Etudier la limite de (u,, - \/ﬁ)new.

*kk
Soit a € 10, 1[ et (u,) une suite réelle telle que

pour toutne N*:  wu,. >au,+(l—-a)u,_;. Pournx>1,

Untl — (1 - a)vn

onpose: v, =min(u, u,_1) et w,=

a

1. Montrer que (v,) possede une limite £ € R U {+co}.

2. On suppose que ¢ = +oo. Montrer que u,, =7, Hoo.
n—-+oo

3. On suppose que ¢ est finie. 39
a) Montrer que pour tout n>1: u, <max(¢, w,).
b) En déduire que u, — ¢.
n—+oo
Soienta>b>0.0Onpose: ug=a,vg=>b puis
2 vZ
our tout entier n € IN : Upyp = et v,y = —2
1% n+l v, n+1 "+ 7,

1. Montrer que u et v convergent.
2. Déterminer les limites de u et v en fonction de a et b.

m Suites adjacentes

2n
1
Pour n € IN*, on pose : u, = Z p

et
k=n+1

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

<
B)
I
Ml\)
B
x| =

o~
Il
=

Pour tout n € IN*, on pose :

n n
1 1
U, = E —-2vn et v,= E — —2Vn+1

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

Soienta,beRtelsque: 0<a<b.
Onpose: ug=a, vo=b etpourtoutnelN
Up +UnV, vy + AUV,
Upe1 = > et Upyp =

1. Montrer que u et v convergent vers une méme limite
leR

, v, — U
2. Montrer que pour tout n € N, le réel ¢, L=

Inv, —1Inu,
est bien défini et que la suite (c,),en est constante.

3. a) Montrer que pour tous réels x,p telsque 0 <x <y :

1 < Iny —Inx < 1

; T ov-x T X
b) En déduire la valeur de € en fonction de a et b.

m Suites récurrentes u,.; = f(u,)

Etudier, en fonction de la valeur de ug, la limite de la
suite (u#,),en définie pour tout n € IN par :

b) upyr = V1+u,

a) pyy =1-e

Etudier, en fonction de la valeur de ug, la limite de la
suite (4,),en définie pour tout n € IN par :

a) upyy =up—Inu, b) uyy = 3”5'
On considere la fonction f : x > V1 —x sur |-oo, 1].
1. Déterminer les valeurs de uy pour lesquelles on peut
définir une suite (u,),en par la relation:  wu,, 1 = f(uy).

2. Sur [0,1], étudier le signede h: x> f o f(x)—x.
3. Soit uj €10, 1[. Montrer que (u,) converge et déterminer
sa limite. Indication : Etudier la convergence de (uny,) et (tp,41)

4. Etudier la convergence de (u,) lorsque 1y =0 ou uy = 1.

Soit (a,)en une suite de réels positifs.

Pour tout n €N, on pose: u, = \/ao +4ja; +---+4/a,

(n+1 symboles \/ superposés).

Montrer que la suite (u,),en converge si et seulement si la

1
suite (aﬁ" ) est bornée.
nelN



