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tion de la convergence

Soit u une suite strictement positive. On suppose

.U
que la suite ( ntl
un

) converge vers un réel k.

1. On suppose que k < 1. Montrer que u converge vers 0.

2. On suppose que k > 1. Montrer que u tend vers +oo.

Soit u une suite bornée telle que 2u, < u,_ 1+un+1

Pour tout n € IN, on pose w,, = U, —

— 0.
n—-+oo

a) Montrer que: w,

b) En déduire que u est convergente.

Soit u une suite convergente a valeurs dans Z. Montrer
que u est constante a partir d’un certain rang.

Soit (x,,) une suite réelle telle que :
Montrer que x, — 0.
n—-+oo

xn_1+2xn — 0.
n—+00

Soit (a,)nen+ une suite réelle.

n
Pour tout entier n € IN*, on pose : b, = —Zak.
n
k=1
a) Montrer quesi: a, — ¢e€R alors: b, — /(.
n—-+oo n—+oo
b) Montrer quesi: a4, — +4ooalors: b, — +oo.
n—+co n—-+oo

Soient (a,) et (b,,) deux suites réelles convergentes de

- 1 v
limites a et b. Montrer: —— E agb,_x — ab.
n+1 =0 n—+oo

Soit u une suite positive. On suppose qu’il existe

WK 5 € [0,1] et une suite (r,),en une suite positive de limite

nulle tels que pour tout n € IN :
Montrer que: u, — 0.

n—+oo

Upe1 S qQUy + 1y

Soit ug € R,.
1. Soit a > 0. Montrer la suite (u,) définie pour tout n € IN,

1+V1+4a

Upy = A+ U, converge vers >

2. Soit (a,) une suite strictement positive de limite a > 0.
On définit (u,) en posant pour tout n € IN,

Upyl = Vap + Uy

. 1 by
a) Soit p € IN" tel que 0 < a.Montrer qu’il existe un rang
ny tel que pour tout n > ng :

1+ /1+4a—— 1+,/1+4a+

Indication : Conszderer les suites (Vy)p>N et ( wn >N deﬁnzes

par vyy1 = ,/a—l—7+vn

d’un certain rang N.

__<un_

1+V1+4a

b) Montrer que (u,) converge vers >

[ *x
Wyl = 4/a+ 5 +wn a partir

Exercices

9 Soit (a,),en une suite décroissante de réels positifs.
b 2.0.0. Lnx]
Pour tout n € N et tout x > 1, on pose :  u,(x) = ag.
k=n+1
Montrer qu'’il y a équivalence entre :
i) La suite (na,),en est convergente
ii) Pour tout x > 1, la suite (un(x))neIN est convergente.
m Suites extraites
10 Montrer que la suite (u4,),cn définie pour tout entier
. 5n +sinn .
naturel n par u, = ————,— n’a pas de limite.
3n2cos —
5
11 On pose, pour tout n € N*:  u, = n=1)",

#2571, Montrer que (u,),en N'a pas de limite.

2. Montrer que toute sous-suite convergente de u converge
nécessairement vers 0. Indication : Procéder par l'absurde.

2 Soit 8 € R\ wZ.Le but de cet exercice est de prouver la
divergence de la suite u = (cosn6),cN-
1. Pour n € N, exprimer u, . + u,_; en fonction de u,

1

2. On suppose que u converge vers un réel ¢.
a) Montrer que £ =0
b) Aboutir a une contradiction en considérant u,,,

3

Hokok

Soit (4,),en une suite réelle. Dans chacun des
cas suivants, montrer que (u,),eN €st convergente.
a) (uy,)nen est croissante et (up,),eN €St convergente.

b) (424)nens (U2n11)neN €t (43,)nen sONt convergentes

—h

4 Soit u une suite telle que pour tous n,p € IN* :

iy

np

ok

0<upyp Montrer que: u, — 0.
n—+oo

—h

Soit u une suite croissante telle que pour tout n € IN*:
1
Uy, —u, < —. Pour tout n €N, on pose v,, = upn.

n
a) Montrer que la suite v est majorée.
b) En déduire que u est convergente.

16| Pour tout n € N* on pose :  u, = cos(Inn). Montrer que
B tout réel x € [-1,1] est limite d’une suite extraite de u.

m Suites implicites

Pour tout n € IN*, on définit f, sur IR* par :

VxeRL o)

. Montrer que pour tout n € IN*, I'’équation x"Inx =1 pos-
séde exactement une solution dans [1,+oo[, notée x,,.

. Montrer que (x,) est décroissante.
Indication : Montrer que pour tout n>1,

—h

=x"lnx-1

fnr1(xn) 2 0.
. Montrer que (x,) converge et déterminer sa limite.

1 Pour tout n € IN*, on définit f, sur [0,1] par:
Vxe[0,1],  fu(x)

. Montrer que 'équation x” = cosx possede exactement
une solution dans [0, 1], notée x,,.

=x"—cosx

. Montrer que (x,) converge et déterminer sa limite.
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= Borne supérieure

Soit A, B deux parties non vides de R telles que :
V(a,b)e AxB,a<b Ye>0,d(a,b) e AXB | b—a<e

Montrer que A posseéde une borne supérieure, que B possede
une borne inférieure et que supA =infB.

et

Soit A une partie non vide et bornée de RR.
On pose: D ={lx-y|;(x,v)eA%}.
Montrer que: supD =supA—infA

Soit A une partie non vide de IR. Pour tout x € R on ap-
pelle distance de x d Aleréel :  d(x,A) =inf{|x—a|; ac A}.
1. Justifier la bonne définition de d(x, A) pour tout x € R.
2. Que vaut d(x,A) pour tout x € A?
3. Montrer que pour tous x,y € R:
|d(x,A)-d(v,A)| <|]x-v

. Onpose A=QN[0,1[ et pourtoutxeR: f(x)=d(x,A)

Déterminer une expression simple de f(x) en fonction

de x pour tout x € R.

Déterminer, lorsqu’elles existent, les bornes supé-
rieures et inférieures des ensembles suivants.

a)A:{1+%;neN§ b)B:&—U”+%;neN§
(-1)"

1)'n
C=
) {n+1
pq
e) E={———;
: {p2+q2

Soit x un réel positif ou nul. La partie entiére de x a
été définie dans le cours comme le plus grand élément de
I'ensemble A ={neZ | n < x}. Uobjectif de cet exercice est
de justifier 'existence d’un plus grand élément pour A.

1. Montrer que A posseéde une borne supérieure s.
2. Montrer qu’il existe un élément m € A tel que s <m+ 1.
3. En déduire que A possede un plus grand élément.

m Approximations d’un réel

. . 2
a) Etudier la fonction x — x+ — sur R},
X

b) En déduire la borne inférieure de A = {Z

1 1
; neIN” d) D:{———;p,quN*}
} p 9

mqu}

q +
+2—;p,qelN}
p

OnposeE:{%;peZ,ne]N}.

Montrer que E est dense dans RR.

Soit f : R —> Rtelleque: Vx,veR, f(x+v)=/f(x)+f(v)
1. Calculer f(0) et montrer que f est impaire.

2. Soit x € R. Démontrer : VYnelN, f(nx)=nf(x).
Montrer que cette relation est encore vraie pour n € Z~.
On pose a = f(1). Etablir que pour tout r € Q, f(r) = ar.

On suppose f croissante. Montrer: VxeR, f(x)=ax
Indication : Considérer les approximations décimales (vy,) et (z,)

3.
4.

m Autour de Bolzano-Weierstrass

27! Soit u e CN.
ook

un
Upip = Upgr t+ on

Pour tout n € IN, on pose M, = max {|u,|, |y}

On suppose que pour tout n € IN :

1
1. Montrer que pour toutn € N: M, < (1 + E)M”'

2. En déduire que pour tout n€ IN: M, < e’>M,.
En déduire alors que u est bornée.

3.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure qu’il existe
une fonction ¢ : IN — IN strictement croissante telle que

la suite (u(p(n)) est convergente.
n

elN
4e’ M,

Uep(n) = Un| =~

Montrer que pour tout n € IN*:

4. En déduire que u est convergente.

28| Suites de Cauchy On dit que u € CN est une suite de Cauchy

iy 5] :

Ve>0, dngelN | Vp>ng, Vg=>nyg, |up—uq|55

n
1
1.a) Un exemple. Pour tout n > 1, on pose S, = Zﬁ
k=1

Montrer que (S,),>1 est de Cauchy.

n

b) Un autre exemple. Pour tout n > 1, on pose H,, = Z
k=1

1

T
Montrer que (H,),>1 n'est pas de Cauchy

. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée

w

. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

. Réciproquement montrer que toute suite de Cauchy
est convergente a l'aide du théoreme de Bolzano-
Weierstrass.

29| 1. Soient ¢ € C et u € CN une suite bornée. On suppose

Hokokok
que toutes les sous-suite convergentes de u convergent
vers {. Montrer alors que u converge elle aussi vers ¢.

2. Application. Soit u une suite réelle bornée.
Uon
: = b
On suppose que : U, + S Sl E R

a) Soit (u(’)(”))neIN une sous-suite convergente de u. On

note a la limite de (u(P(n)) et on définit la suite (ay)reN
parag=aet: VkelN, ap,q=2(b—ay).
Montrer que pour tout k € IN, il existe une sous-suite
de (u,) qui converge vers ay.

b) En déduire a I'aide du résultat de 1. que la suite (u,)
est convergente.




