Ensembles, relations binaires Exercices

® Inclusion, égalité d’ensembles Relations d’ordre, relations d’équivalence

1 | Etablir chacune des inclusions entre ensemble suivantes: [ 7 Soient E un ensemble et % une relation binaire sur E.
a) {x €R | x%=4x— 2} CR,. *.27 On suppose que Z est réflexive et vérifie :
¥x,v,z€E, (x%’y et y%’z) = zXx
Montrer que Z est une relation d’équivalence sur E.

*

b) {(x,y)eIRzlﬂte]R|x:Ztety:t2+1}c{(x,y)eR2|xSy}

1 1 . . ..
; ke IN*} etF = {— —-——;nme IN*}. 8 Soient E un ensemble et % une relation binaire sur E,
nem *0 réflexive et symétrique. On définit sur E une relation .% en
posant, pour tous x,7 € E :

1
E=q——
2  Onpose {k(k+1)
a) Montrer que E CF.

b) Y a-t-il égalité entre ces deux ensembles ? IneN*, dxg,...,x, €E
3 Etablir: {zeC | |z—1]=|z+1|}={z€ C | Re(z)=0}. 7y Yo=x et X =y
e Vke[[0,n=1], xpPxpp1
a Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que . est une relation d’équivalence sur E.

Montrer : (A\B)U(ANC) = AN(BNC). 9 Pour tous a € C et r € R}, on note &(a,r) le cercle de

centre a et derayon ri.e. €(a,r)={ze€C | |z—a|=71}.

On note E l'ensemble de ces cercles et on définit sur E une

relation binaire < en posant, pour tous a,a’ € Cet r,’ € R}, :
Cla,r)C(a,r) & |a-a|<r -7

Montrer que < est une relation d’ordre sur E.

5 Soient A, B, C trois parties d’'un ensemble E.
¥ Montrer: (AUC=BUC et ANC=BNC) = A=B.

6 Soient A, B, C trois parties d'un ensemble E.
*v Démontrer: AUB=ANC < (BCA et ACC).

10 On définit une relation ~ sur R en posant pour tous

U yeR: X~y & xé¥ =ye’.

1. Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence.

2. Déterminer selon la valeur de k € R le nombre d’é1é-
ments dans la classe d’équivalence de k.

11 On note E I'ensemble des fonctions f : R, — R dé-
rivables, telles que f(0) = 1. On définit sur E une relation
binaire <t en posant, pour toutes f,g€ E :
fag e (VxeR,, f'(x)<g'(v))
1. Montrer que < est une relation d’ordre sur E. Cette rela-
tion est elle totale?
2. Soient f,g € E.

a) Montrer: f<g = (Vx eR,, f(x)< g(x))
b) Aton: (YxeR, f(x)<g(x)) = f<g?

12 On définit une relation < sur IN* en posant pour tous
B xpeN': x<ypedneN' | p=x".

Montrer que < est une relation d’ordre sur E. Cette relation
est elle totale?

13 Soit E un ensemble non vide et &7 C &(E) non vide et
*0 vérifiant la propriété suivante :

VA,Be &/,1Ce«/ | CCANB
On définit une relation ~ sur #(E) en posant pour toutes
X, YeP(E): X~Y e JAed | ANX=ANY.
1. Montrer que la relation ~ est une relation d’équivalence.
2. Décrire les classes d’équivalences de @ et de E.

14 On définit sur R x R une relation < en posant, pour
tous x,v,x,7" € R:
(vp) Q) & ¢ -3 < -y
1. Montrer que < est une relation d’ordre sur R x R.
2. On fixe (a,b) € R?. Représenter graphiquement :
* l'ensemble des couples (x,v) € R? tels que (x,v) < (a,b)
* 'ensemble des couples (x,v) € R? tels que (a,b) < (x,v)

La relation < est elle totale?




