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#¥ considere 'application f : P(E) — P(A)x P(B)

Applications

m Injectivité, surjerctivité, bijectivité

Fonctions réelles

0

Dans chacun des cas, déterminer si f est 1
bijective. Si oui déterminer sa fonction réciproque
a) f: R— R, b) f: R—]1,+00] 11
*
X > e* X et +1 |
c) f:[0,3n] —[-1,1] d) f: [3m,4n] —[-1,1] 12
0 +— cosO 0 +—> cosO o
1. Montrer que la fonction th est bijective de R 13
*k

sur |-1,1[ et déterminer sa réciproque.

2. Montrer que la fonction sh est bijective de R sur R et
déterminer sa réciproque.

Soit a € R. On considere la fonction (14

Tk
>0
fo: R — R définie pour x € R par f,(x) = rra STX_ .
x—a six<0

Déterminer les réels a pour lesquels f, est injective.

Méme question pour surjective.
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Exemples plus généraux -
Les application suivantes sont-elles
injectives ? surjectives?
a) f:(x,y) - 2y de R? dans RR.
b) f: ( (1,x-v,v) de R? dans R>.
16

On note f l'application z > z2+3z+i de C dans C
a) f est-elle injective? b) f est-elle surjective?

Dans chacun des cas suivants, montrer que f est
bijective et calculer sa réciproque.
a) f:( > (2x +79,3x - 2p) de R? dans R?
b) f:(x, y, = (x+y+z, x—v—2z, -3x+v+3z) de R3 dans R3

Soit @ € C\ U tel que |a| = 1.
Z+a

az+1’

On considere I'application f : z+>

1. Montrer que pour tout ze U :

a) f(z) est défini b) f(z)eU

. Montrer que f réalise une bijection de U sur U et déter-
miner sa réciproque.

Soient f,g de IN dans IN définies pour tout
- si n est pair
nelNpar: f(n)=2n et g(n)= ’% 1
5 si n est impair

1. Etudier l'injectivité et la surjectivité de f et de g.
2. Quevaut go f?
Soit E un ensemble et A,B € Z(E). On

X —(XNAXNB)
1. Montrer que f est injective si et seulement si AUB =E.

2. Montrer que f est surjective si et seulement si ANB =@.

Exercices

= Image directe, image réciproque

Fonctions réelles

On considere la fonction f : x > xe* de R dans

"l R. Déterminer: f(R) et f~(R.).

Soit n € IN*. On considére la fonction f : x > x" Inx
de R} dans R. Déterminer f(IR}).

On consideére la fonction f : x - sin T de R
f7op £(0,1]).

+x+1
x+1

1) b)fY([2,+00[) ) F7Y([-1,0])

Exemples plus généraux

dans R. Déterminer : et

On note f la fonction x -

Déterminer : a) f(IR\{—

= 1) défi-

On considere l'application f:z+> 1(
nie sur C\ {1}.
a) Démontrer : f(U\{l}) =R
b) Déterminer f(R\{1})

On considere l'application f : z > i définie
sur C\ {~i}. art
1. Démontrer que : f(]R) =U\ {1}
2. Onpose A={zeC | Rez=0 et

Déterminer f(A)
3. Onpose D={zeC | |z]<1}.

Imz > 0}.
Déterminer f~!(D

On considére l'application f : R?> — R? définie
pour tout (x,p) € R? par:  f(x,p) = (x+7v,xV).
1. On pose A = {(s,p) €eR? | s2—4p= 1}.

Déterminer f~'(A)

2. Soit (s, p) € R?. Trouver une condition nécessaire et suffi-
sante pour que (s,p) € f(R?).
Indication : Se rappeler les résultats sur la somme et le produit des
racines d’un trinéme : t*> —st +p



m Exercices abstraits sur les applications

On considére deux applications
:E—>Fetg:F—>G.

. Montrer que si go f est injective alors f est injective.

. Montrer que si go f est surjective alors g est surjective.

W N =

. Montrer que si go f est injective et f surjective alors g
est injective.

. Montrer que si go f est surjective et g injective alors f
est surjective.
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Soit f : E — E telleque fof =f.
a) Montrer que si f est injective alors f =Idg.

b) Montrer que si f est surjective alors f = Idg.

19

*k

Soient f: E — F et g¢: F — E deux applications telles
que f ogo f soit bijective. Montrer que f et ¢ sont bijectives

20
5 applications.

Soient f: E — F et g: F — E deux

1. On suppose que fogo f = f et que [ est injective.
Montrer que g est surjective.

. On suppose que go f o g = g et que g est surjective.
Montrer que f est injective.

On considere une application f de IN dans IN.
. On suppose que f estinjective et que: f(n)<n
toutneIN. Montrer: VnelN, f(n)=n.

. On suppose que f est surjective et que :  f(n) > n
pour tout € IN.  Montrer: VnelN, f(n)=n.

pour
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5 telles que :

Trouver toutes les applications f : IN* — IN*

f+fof+fofof=3ldn

Soit f : E — F une application et A, A’ € Z(E).
fANA) C f(A)N f(AY)
fANA) = f(A)NF(A)
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*a) Montrer que :

b) Montrer que si f est injective :

24

*

Soient E un ensemble et f: E — R une applica-
tion injective. On définit sur E une relation binaire < en
posant, pour tous x,p € E :

X<y &= f(x)<f(©)

Montrer que < est une relation d’ordre sur E.

25 Soient E,F,G trois ensembles non vides et
% ¢ : F — G une application.
On considere l’application T: #(E,F)— Z(E,QG).
[ pof
Montrer que T est injective si et seulement si ¢ ’est.

26 Soit f : E — F une application.
% Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute
partie Ade E : f(Z) f(A).

27 Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas d’ap-
¥ plication surjective de E sur Z(E). Indication : Raisonner par
Uabsurde et considérer A={x€E | xe f(x)}.
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**0 Soit f : E — F une application

1.a) Montrer que pour toute A € Z(E):

AcfYf(A)).
b) Montrer que si f est injective, alors A = f’l(f(A))
pour toute partie A € Z(E).
c) Montrer que la réciproque est vraie.
2.a) Montrer que pour toute B e Z(F): f(f‘l(B)) CB.
b) Montrer que si f est surjective, alors f(f‘l(B)) =B
pour toute partie B € Z(F).
c) Montrer que la réciproque est vraie.

29 Soit f : IN — IN une application bijective. On pose
B A={nelN | f(n)<njetB={nelN | f(n)=n}.

1. Est-il possible que A soit fini et B infini?

2. Est-il possible que A et B soient infinis?

3. Est-il possible que A soit infini et B fini?

30 Trouver toutes les applications injectives de Z dans Z
% telles que I'image d’un intervalle d’entiers est un intervalle
d’entiers.




