
8 ENSEMBLES – APPLICATIONS 2025 – 20268
Applications Exercices
■ Injectivité, surjerctivité, bijectivité

■ Fonctions réelles

1 SF 5 SF 8 SF 10 Dans chacun des cas, déterminer si f est
bijective. Si oui déterminer sa fonction réciproque

a) f : R −→ R+

x 7−→ ex
b) f : R −→ ]1 ,+∞[

x 7−→ e−x + 1

c) f : [0 ,3π] −→ [−1 ,1]

θ 7−→ cosθ

d) f : [3π,4π] −→ [−1 ,1]

θ 7−→ cosθ

2 SF 10 1. Montrer que la fonction th est bijective de R

sur ]−1 ,1[ et déterminer sa réciproque.

2. Montrer que la fonction sh est bijective de R sur R et
déterminer sa réciproque.

3 SF 5 SF 7 SF 8 Soit a ∈ R. On considère la fonction

fa :R→R définie pour x ∈R par fa(x) =

x+ a si x ≥ 0
x − a si x < 0

.

Déterminer les réels a pour lesquels fa est injective.
Même question pour surjective.

■ Exemples plus généraux

4 SF 4 SF 5 SF 7 SF 8 Les application suivantes sont-elles
injectives ? surjectives ?
a) f : (x,y) 7→ 2y de R2 dans R.

b) f : (x,y) 7→ (1,x − y,y) de R2 dans R3.

5 SF 5 SF 7 On note f l’application z 7→ z2+3z+i deC dans C
a) f est-elle injective? b) f est-elle surjective?

6 SF 10 Dans chacun des cas suivants, montrer que f est
bijective et calculer sa réciproque.

a) f : (x,y) 7→ (2x+ y,3x − 2y) de R2 dans R2

b) f : (x,y,z) 7→ (x+y+z , x−y − z , −3x+y+3z) de R3 dans R3

7 SF 10 Soit α ∈C \U tel que |α| , 1.

On considère l’application f : z 7→ z+α

αz+ 1
.

1. Montrer que pour tout z ∈U :
a) f (z) est défini b) f (z) ∈U.

2. Montrer que f réalise une bijection deU surU et déter-
miner sa réciproque.

8 SF 5 SF 7 SF 8 Soient f ,g deN dansN définies pour tout

n ∈N par : f (n) = 2n et g(n) =


n

2
si n est pair

n− 1
2

si n est impair

1. Etudier l’injectivité et la surjectivité de f et de g.

2. Que vaut g ◦ f ?

9 SF 4 SF 6 SF 7 SF 9 Soit E un ensemble et A,B ∈P(E). On
considère l’application f : P(E) −→ P(A)×P(B)

X 7−→ (X ∩A,X ∩B)
1. Montrer que f est injective si et seulement si A∪B = E.

2. Montrer que f est surjective si et seulement si A∩B = ∅.

■ Image directe, image réciproque

■ Fonctions réelles

10 SF 11 SF 12 On considère la fonction f : x 7→ xex de R dans
R. Déterminer : f (R) et f −1(R−).

11 SF 11 Soit n ∈N∗. On considère la fonction f : x 7→ xn lnx
de R∗+ dans R. Déterminer f (R∗+).

12 SF 11 SF 12 On considère la fonction f : x 7→ sin
π

x
de R∗+

dans R. Déterminer : f −1({0}) et f (]0 ,1]).

13 SF 11 SF 12 On note f la fonction x 7→ x2 + x+ 1
x+ 1

.

Déterminer : a) f
(
R\{−1}

)
b) f −1

(
[2 ,+∞[

)
c) f −1

(
[−1 ,0]

)
■ Exemples plus généraux

14 SF 11 On considère l’application f : z 7→ i
(z+ 1
z − 1

)
défi-

nie sur C \ {1}.
a) Démontrer : f

(
U \ {1}

)
=R

b) Déterminer f (R \ {1}).

15 SF 11 SF 12 On considère l’application f : z 7→ z − i
z+ i

définie
sur C \ {−i}.
1. Démontrer que : f

(
R

)
=U \ {1}.

2. On pose ∆ = {z ∈C | Rez = 0 et Imz > 0}.
Déterminer f (∆)

3. On pose D = {z ∈C | |z| < 1}. Déterminer f −1(D).

16 SF 11 SF 12 On considère l’application f :R2→R2 définie
pour tout (x,y) ∈R2 par : f (x,y) = (x+ y ,xy).
1. On pose A =

{
(s,p) ∈R2 | s2 − 4p = 1

}
.

Déterminer f −1(A)
2. Soit (s,p) ∈R2. Trouver une condition nécessaire et suffi-

sante pour que (s,p) ∈ f (R2).
Indication : Se rappeler les résultats sur la somme et le produit des
racines d’un trinôme : t2 − st + p



■ Exercices abstraits sur les applications

17 SF 4 SF 6 SF 7 SF 9 On considère deux applications
f : E→ F et g : F→ G.
1. Montrer que si g ◦ f est injective alors f est injective.

2. Montrer que si g ◦ f est surjective alors g est surjective.

3. Montrer que si g ◦ f est injective et f surjective alors g
est injective.

4. Montrer que si g ◦ f est surjective et g injective alors f
est surjective.

18 SF 6 SF 9 Soit f : E→ E telle que f ◦ f = f .

a) Montrer que si f est injective alors f = IdE .

b) Montrer que si f est surjective alors f = IdE .

19 SF 10 Soient f : E→ F et g : F→ E deux applications telles
que f ◦g ◦ f soit bijective. Montrer que f et g sont bijectives

20 SF 4 SF 6 SF 7 SF 9 Soient f : E → F et g : F → E deux
applications.
1. On suppose que f ◦ g ◦ f = f et que f est injective.

Montrer que g est surjective.

2. On suppose que g ◦ f ◦ g = g et que g est surjective.
Montrer que f est injective.

21 SF 6 SF 9 On considère une application f deN dansN.

1. On suppose que f est injective et que : f (n) ≤ n pour
tout n ∈N. Montrer : ∀n ∈N, f (n) = n.

2. On suppose que f est surjective et que : f (n) ≥ n
pour tout n ∈N. Montrer : ∀n ∈N, f (n) = n.

22 SF 4 SF 6 Trouver toutes les applications f : N∗ → N∗
telles que : f + f ◦ f + f ◦ f ◦ f = 3Id

N
∗

23 SF 6 SF 11 Soit f : E→ F une application et A,A′ ∈P(E).

a) Montrer que : f (A∩A′) ⊂ f (A)∩ f (A′)

b) Montrer que si f est injective : f (A∩A′) = f (A)∩ f (A′)

24 SF 6 SF 3 Soient E un ensemble et f : E→ R une applica-
tion injective. On définit sur E une relation binaire ◁ en
posant, pour tous x,y ∈ E :

x ◁ y ⇐⇒ f (x) ≤ f (y)

Montrer que ◁ est une relation d’ordre sur E.

25 SF 4 SF 6 Soient E,F,G trois ensembles non vides et
ϕ : F→ G une application.
On considère l’application T : F (E,F) −→F (E,G)

f 7−→ ϕ ◦ f
.

Montrer que T est injective si et seulement si ϕ l’est.

26 SF 4 SF 6 SF 9 SF 10 SF 11 Soit f : E→ F une application.
Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute
partie A de E : f

(
A
)

= f (A).

27 SF 9 Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas d’ap-
plication surjective de E sur P(E). Indication : Raisonner par
l’absurde et considérer A = {x ∈ E | x < f (x)}.

28 SF 4 SF 6 SF 7 SF 9 SF 11 SF 12

Soit f : E→ F une application
1. a) Montrer que pour toute A ∈P(E) : A ⊂ f −1

(
f (A)

)
.

b) Montrer que si f est injective, alors A = f −1
(
f (A)

)
pour toute partie A ∈P(E).

c) Montrer que la réciproque est vraie.

2. a) Montrer que pour toute B ∈P(F) : f
(
f −1(B)

)
⊂ B.

b) Montrer que si f est surjective, alors f
(
f −1(B)

)
= B

pour toute partie B ∈P(F).
c) Montrer que la réciproque est vraie.

29 SF 6 Soit f : N → N une application bijective. On pose
A = {n ∈N | f (n) < n} et B = {n ∈N | f (n) ≥ n}.
1. Est-il possible que A soit fini et B infini ?
2. Est-il possible que A et B soient infinis ?
3. Est-il possible que A soit infini et B fini?

30 SF 6 Trouver toutes les applications injectives de Z dans Z
telles que l’image d’un intervalle d’entiers est un intervalle
d’entiers.
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