Equations différentielles Exercices

m Equations du premier ordre 1-0 On cherche a résoudre sur IR} ’équation différentielle :

MUE) () -1t + () = 0.

1 Résoudre les équations différentielles suivantes sur 1. Etant donnée une fonction y deux fois dérivable sur R,
*2 les intervalles indiqués on pose, pour x € R, z(x) = p(e¥).
1 7 7’
a) ty'-y= - sur R, avec: p(l)=1. a) Calculer 2’(x) et 2”(x).

, b) Montrer que p est solution de (E) sur R% si et seule-
b) 1y'Int—y=26(In1)?, sur ]0,1[. ! ment si zcést s}(})lution d’une équ(ati)on du ;econd ordre
) (t+1)y"+y—1=0, sur]-1,+cof, avec: p(0)=0. A coefficients constants que 'on déterminera.

d) 3ty’—4y=t, surR%.

e) (t2+1)%y/ +2t(t>+ 1)y =1, surR.
f) v+ (tht)y =ttht, surR.

2. En déduire les solutions de (E).

On pose a = /5. On note (E) I’équation différentielle
ty”(t)—v’(t)+4t3y(t) = 0 sur [a,+oo[, avec: p(a)=1’(a)=1
Résoudre (E) en « posant » t = y/x i.e. en effectuant le chan-
gement de fonction inconnue z(x) = p(v/x).
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2 Résoudre les équations différentielles suivantes sur
%5 les intervalles indiqués
a) Y +t>p+1t>=0, surR,avec: (0)=0.

b) V1-t2y'+y=1 sur]-1,1[.

c) (I+e ")y’ —p=1 surR,avec: y(0)=3. m Equations fonctionnelles

*3 a) v/ +R3eso_u:1irnetsu;17112e.s eqt(lg;1fr(1)s différentielles : 12 Trouver toutes les fonctions f : R — [, dérivables,
0 i,_yy_‘sht ' A e S erifiant: V() €R2,  F(r+x) = f(£)+ f(x).
’_ _ 2t tas
C) y'-2y=eT+e .sm 2. 13 On cherche toutes les fonctions f : R%, — R, dérivables,
d) v'+v=cost+sint, avec: y(0)=-1. o

1 1
vérifiant  (%): VYt>0, f’(t)f(?) =
4 | Soita: R, — R, continue et f : R, — R, dérivable telle 1. On suppose dans cette question que f : R} — R est déri-

iique: f(0)>=0 etpourtoutx>0: f’(x)+a(x)f(x)>0. vable et vérifie (*).
Montrer que pour tout x € [0,+co[ 1 f(x) > 0. 1
a) Montrer que ¢ : t f(t)f(?) est constante et stricte-
5 On note fy la fonction t >t de R} dans R et pour ment positive. On note w? cette constante.

%7 tout n € N on note f,,;1 l'unique solution de I’équation dif-
férentielle: 1y’ —ay=f,(t) surR}, avec: f,,1(1)=0.
Calculer f, pour tout n € IN.

b) Montrer que f est solution d’une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 1 et en déduire une expression
de f en fonction de w et d'une autre constante.

- 2. Montrer que les fonctions solutions sont les fonctions de
m Equations du second ordre 1
la forme t +— Ctc? avec C € R".

6 Résoudre sur R les équations différentielles :
*iPa) v’ +y’ -2y =10sint, avec: p(0)=0 et p’(0)=1.
b) v/ -4y’ +4y=2¢*+4, avec: p(0)=4 et '(0)=0.

Trouver toutes les fonctions f : R — R, déri-
vables, vérifiant :  V(t,x) € R?, f(t+x)=e*f(t)+e f(x).

B

c) y: Y :’ 8e* cos(2x) 15 Trouver les fonctions f : R — IR deux fois déri-
d) p"+2y"+y =shx S Vables vérifiant:  VteR, f(1)2-f(H)2=1 et f/(0)=1
e) v/ +p=2sin’t
f) " +2y"+10y = (cos 3t)e™" 16 Montrer que les fonctions f : R — R, dérivables,
g) v”-7y +10y =13sint # vérifiant, pour tout x e R: f’(x) = f(2—x) sont les fonc-
h) v”+4y=4cos(2t), avec: y(0)=4 et p'(0)=0 tions de la forme t+— C(cosx+ sin(x — 2)) , avecCelR
i) v/+4y +4y=2ch2t
Résoud Ren on d . R 7 Trouver toutes les fonctions f : R — IR deux fois
Z ) ) 'es?u r? sur R en fonction du parametre 4 € R s 34 1ivables telles que: VYteR, [f7(t)+f(-t)=t.
*. équation différentielle : v/ =(1+a)y +ay=e.
T toutes les foncti : R} R, déri-
8 Résoudre sur R en fonction du parametre a € R ,13* rouver toutes les fonctions f : IR _1> e
# Téquation différentielle : v”+ 2y + 2y =sin(at)e™". vables et telles que pour tout t e R} f'(t) = f(?)
Indication : Montrer qu’une telle fonction f vérifie une équation diffé-
9 On cherche a résoudre sur R I'équation différentielle : rentielle du second ordre puis résoudre 'équation obtenue d l'aide du
E(E) (cht)y”+2(sht)y’ = 3(cht)y =1. changement de fonction inconnue g(x) = f(e*).
1. Montrer que v est solution de (E) si et seulement si
z: t > (cht)y(t) est solution d’une équation différen-{1g Trouver toutes les fonctions f : R — IR, continues,
tielle linéaire du second ordre. Hokk

X
: _ 2
2. En déduire toutes les solutions de (E). telles que pour tout x e R: f(x) =x +J; tf(x—t)dt.
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m Expression intégrale des solutions

Soient f, a et b trois fonctions continues de R,
dans R. On suppose que la fonction a est positive et on note
A une primitive de a sur R,. On suppose enfin que pour

X

toutx>0: 0<f(x)< b(x)+f a(t)f(t)dt.
0 -

1. Montrer que la fonction H : x j a(t)f(t)dt vérifie

0
une équation différentielle de la forme: H'—aH =ab+ ¢,

ou @ est une fonction continue et négative sur R,.
X

2. Endéduire: Vx>0, f(x)< b(x)+eA("')j a(t)b(t)e A dr
0

Soient a et b deux fonctions continues et T-
périodiques de R dans R pour un certain T > 0. On s’inté-
resse a 'existence de solutions T-périodiques de I’équation
différentielle (E): v’ +a(t)y =b(¢).

1. Montrer que toute solution y de (E) est T-périodique si
et seulementsi: p(T)=yp(0).

1 T
2. On pose m = —J a(t)dt.
T 0

a) On suppose que m = 0. Montrer que (E) posséde une
unique solution T-périodique.

b) On suppose que m = 0. Montrer qu’ou bien toute solu-
tion de (E) est T-périodique, ou bien aucune ne l'est.




