
6
Equations différentielles Exercices
■ Equations du premier ordre

1 SF 1 Résoudre les équations différentielles suivantes sur
les intervalles indiqués

a) ty′ − y =
1
t

sur R∗+, avec : y(1) = 1.

b) ty′ ln t − y = 2t2(ln t)2, sur ]0 ,1[.
c) (t + 1)y′ + y − t = 0, sur ]−1 ,+∞[, avec : y(0) = 0.
d) 3ty′ − 4y = t, sur R∗+.
e) (t2 + 1)2y′ + 2t(t2 + 1)y = 1, sur R.
f) y′ + (th t)y = t th t, sur R.

2 SF 1 Résoudre les équations différentielles suivantes sur
les intervalles indiqués
a) y′ + t2y + t2 = 0, sur R, avec : y(0) = 0.

b)
√

1− t2y′ + y = 1 sur ]−1 ,1[.
c) (1 + e−t)y′ − y = 1 sur R, avec : y(0) = 3.

3 SF 1 Résoudre sur R les équations différentielles :
a) y′ + 3y = sin t, avec : y(0) = 0.
b) y′ − y = sh t.
c) y′ − 2y = e2t + et sin2t.
d) y′ + y = cos t + sin t, avec : y(0) = −1.

4 Soit a : R+ → R, continue et f : R+ → R, dérivable telle
que : f (0) ≥ 0 et pour tout x ≥ 0 : f ′(x) + a(x)f (x) ≥ 0.
Montrer que pour tout x ∈ [0 ,+∞[ : f (x) ≥ 0.

5 SF 1 On note f0 la fonction t 7→ tα de R∗+ dans R et pour
tout n ∈N on note fn+1 l’unique solution de l’équation dif-
férentielle : ty′ −αy = fn(t) sur R∗+, avec : fn+1(1) = 0.
Calculer fn pour tout n ∈N.

■ Equations du second ordre

6 SF 2 SF 3 SF 4 Résoudre surR les équations différentielles :
a) y′′ + y′ − 2y = 10sin t, avec : y(0) = 0 et y′(0) = 1.
b) y′′ −4y′ + 4y = 2e2t + 4, avec : y(0) = 4 et y′(0) = 0.
c) y′′ − y = 8ex cos(2x)
d) y′′ + 2y′ + y = shx

e) y′′ + y = 2sin2 t

f) y′′ + 2y′ + 10y = (cos3t)e−t

g) y′′ − 7y′ + 10y = 13sin t

h) y′′ + 4y = 4cos(2t), avec : y(0) = 4 et y′(0) = 0
i) y′′ + 4y′ + 4y = 2ch2t

7 SF 2 SF 3 Résoudre sur R en fonction du paramètre a ∈R
l’équation différentielle : y′′ − (1 + a)y′ + ay = et .

8 SF 2 SF 4 Résoudre sur R en fonction du paramètre a ∈R
l’équation différentielle : y′′ + 2y′ + 2y = sin(at)e−t .

9 SF 2 On cherche à résoudre sur R l’équation différentielle :
(E) (ch t)y′′ + 2(sh t)y′ − 3(ch t)y = 1.
1. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si

z : t 7→ (ch t)y(t) est solution d’une équation différen-
tielle linéaire du second ordre.

2. En déduire toutes les solutions de (E).

10 SF 2 On cherche à résoudre surR∗+ l’équation différentielle :
(E) t2y′′(t)− ty′(t) + y(t) = 0.
1. Etant donnée une fonction y deux fois dérivable sur R+

on pose, pour x ∈R, z(x) = y(ex).

a) Calculer z′(x) et z′′(x).
b) Montrer que y est solution de (E) sur R∗+ si et seule-

ment si z est solution d’une équation du second ordre
à coefficients constants que l’on déterminera.

2. En déduire les solutions de (E).

11 SF 2 On pose a =
√

π
2 . On note (E) l’équation différentielle

ty′′(t)−y′(t)+4t3y(t) = 0 sur [a ,+∞[, avec : y(a) = y′(a) = 1
Résoudre (E) en « posant » t =

√
x i.e. en effectuant le chan-

gement de fonction inconnue z(x) = y(
√
x).

■ Equations fonctionnelles

12 SF 5 Trouver toutes les fonctions f : R → R, dérivables,
vérifiant : ∀(t,x) ∈R2, f (t + x) = f (t) + f (x).

13 SF 5 On cherche toutes les fonctions f :R∗+→R, dérivables,

vérifiant (⋆) : ∀t > 0, f ′(t)f
(1
t

)
=

1
t

.

1. On suppose dans cette question que f :R∗+→R est déri-
vable et vérifie (⋆).

a) Montrer que ϕ : t 7→ f (t)f
(1
t

)
est constante et stricte-

ment positive. On note ω2 cette constante.
b) Montrer que f est solution d’une équation différen-

tielle linéaire d’ordre 1 et en déduire une expression
de f en fonction de ω et d’une autre constante.

2. Montrer que les fonctions solutions sont les fonctions de

la forme t 7→ Ct
1
C2 avec C ∈R∗.

14 SF 5 SF 1 Trouver toutes les fonctions f : R → R, déri-
vables, vérifiant : ∀(t,x) ∈R2, f (t + x) = exf (t) + etf (x).

15 SF 5 SF 2 Trouver les fonctions f : R→ R deux fois déri-
vables vérifiant : ∀t ∈R, f ′(t)2−f (t)2 = 1 et f ′(0) = 1

16 SF 5 SF 2 Montrer que les fonctions f :R→R, dérivables,
vérifiant, pour tout x ∈R : f ′(x) = f (2− x) sont les fonc-
tions de la forme t 7→ C

(
cosx+ sin(x − 2)

)
, avec C ∈R

17 SF 5 SF 2 Trouver toutes les fonctions f :R→R deux fois
dérivables telles que : ∀t ∈R, f ′′(t) + f (−t) = t.

18 SF 5 SF 2 Trouver toutes les fonctions f : R∗+ → R, déri-

vables et telles que pour tout t ∈R∗+ : f ′(t) = f
(1
t

)
.

Indication : Montrer qu’une telle fonction f vérifie une équation diffé-
rentielle du second ordre puis résoudre l’équation obtenue à l’aide du
changement de fonction inconnue g(x) = f (ex).

19 SF 5 SF 2 Trouver toutes les fonctions f :R→R, continues,

telles que pour tout x ∈R : f (x) = x2 +
∫ x

0
tf (x − t)dt.



■ Expression intégrale des solutions

20 SF 5 SF 1 Soient f , a et b trois fonctions continues de R+
dans R. On suppose que la fonction a est positive et on note
A une primitive de a sur R+. On suppose enfin que pour

tout x ≥ 0 : 0 ≤ f (x) ≤ b(x) +
∫ x

0
a(t)f (t)dt.

1. Montrer que la fonction H : x 7→
∫ x

0
a(t)f (t)dt vérifie

une équation différentielle de la forme : H ′−aH = ab+ϕ,
où ϕ est une fonction continue et négative sur R+.

2. En déduire : ∀x ≥ 0, f (x) ≤ b(x)+eA(x)
∫ x

0
a(t)b(t)e−A(t) dt

21 SF 5 SF 1 Soient a et b deux fonctions continues et T -
périodiques de R dans R pour un certain T > 0. On s’inté-
resse à l’existence de solutions T -périodiques de l’équation
différentielle (E) : y′ + a(t)y = b(t).
1. Montrer que toute solution y de (E) est T -périodique si

et seulement si : y(T ) = y(0).

2. On pose m =
1
T

∫ T

0
a(t)dt.

a) On suppose que m , 0. Montrer que (E) possède une
unique solution T -périodique.

b) On suppose que m = 0. Montrer qu’ou bien toute solu-
tion de (E) est T -périodique, ou bien aucune ne l’est.
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