Equations différentielles Corrections

6 a) L'équation caractéristique : (%) A2+ 1-2=0. adeux racines réelles: -2 et 1.
*

* Les solutions de I’équation homogeéne sont les fonctions : Vo it Ae™? + Be!
* Une solution particuliere est y; = Im(7;) ot 9 est solution (complexe) de I'équation "+’ — 2y = 10¢.
Cherchant 7; sous la forme 7 (t) = Ce'’, on obtient 7] () —iCe'" et 7}(t) = —Ce'' donc
IO +71(6) =291 (1) = (=3 +i)Ce’"
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de sorte que 7; est solution a condition de poser C =
On obtient y; () = Im((-3 - i)e’") = —=3sint — cost.

* les solutions de I’équations sont les fonctions de la forme y : t > Ae '+ Be! —cost—3sint, ot A, B € R sont des constantes
quelconques.

Ici, les conditions p(0) = 0 et »’(0) = 1 imposent doulontire A=-1etB=2

+B-1=0 ; A+B=1
—2A+B-3=1 " |-2A+B=4

donc la solution cherchée est (y t> —e"2 4+ 2ef —cost—3sin t]

b) L'équation caractéristique s’écrit : (%) A?2—4)+4=0. Cette équation admet 2 pour racine double.
* Les solutions de I’équation homogeéne sont les fonctions : Vo it (At +B)e?
* On cherche une solution particuliére grace au principe de superposition :
* Une solution particuliére y; de I'équation v” — 4y” + 4y = 4 est la fonction constante y; = 1.

+ Cherchons une solution particuliére y, de I’équation y” — 4y + 4p = 2¢?'. Le second membre étant de la forme 2¢"* ou
r = 2 est racine double de (¢) on cherche v, sous la forme v, (t) = Ct?¢?!. On a alors

Vi(t) = 2Ct2e* +2Cte®"  py(t) = 4Ct2e* + 8Cte* +2Ce*  dolt v5(t) —4v5(t) + 4p,(t) = 2Ce*.
Ainsi v, est solution si 2C = 2, ce qui donne C =1 et v, : t > t2¢?".
* Les solutions de I’équation sont donc les fonctions de la forme
vt (At+B)e? + (1) +va(t) = (At + B)e* + 1 + 122!

B+1=4
* Ici, les conditions v(0) = 4 et v’(0) = 0 imposent {A 5B -0 d’ou I'on tire B =3 et A = -6 donc la solution cherchée
=+ =
est [y > (=61 +3)e? + 1 + t2e2t = (t2 — 6t + 3)e? + 1).
c) L'équation caractéristique s’écrit : (%) A?—1=0. Cette équation a deux racines réelles : 1 et —1.
* Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions : Vo x> Ae* +Be ™

* Une solution particuliére est donnée par y; = Re(9)) ot ; est solution (complexe) de I’équation y”'~p = e¥e?i* = gell+2i)x,
Cherchant 7; sous la forme 7 (x) = Cel1+20% on obtient :

97(x) = C(1+2i)2e 207 = C(=3 + 40)el "0 puis  §7'(x) = Py (x) = 4C (=1 + i)+

1
8 =(-1-1).
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On obtient v; (x) = e*Re((—1 —i)e?'¥) = e¥(~cos(2x) + sin(2x)).

* Les solutions de I’équation sont donc les fonctions de la forme (y tx > Ae* + Be " + e¥(—cos(2x) + sin(2x))]

. s " 1
de sorte que 7; est solution a condition de poser C = 1

d) L’équation caractéristique s’écrit : (¥) A2 +21+1=0. Cette équation admet —1 pour racine double.
* Les solutions de I’équation homogeéne sont les fonctions : Vo : x> (Ax+ B)e™
* Le second membre s’écrit shx = %ex - %e"‘. On cherche une solution particuliére grace au principe de superposition :

* Cherchons une solution particuliére y; de I’équation p” + 2y’ + v = e*. On cherche p; sous la forme y;(x) = Ce*. On a
alors v7'(x) + 2v; (x) + v1 (x) = 4Ce*. Ainsi y; est solution si C = 1 ety 1x > Zex.

* Cherchons une solution particuliére y, de I’équation y” + 2y’ + v = ¢~*. Puisque On cherche y, sous la forme
v2(x) = Ct?¢™. On obtient alors, tous calculs faits v5(x) + 2v5(x) + v2(x) = 2Ce™. Ainsi v, est solution si C = 5 et
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* Les solutions de I’équation sont donc les fonctions [y tx > (Ax+ B)e™ + pE4 (x)— Eyz(x) = (Ax+B)e ™™ + % 7 Z J

e) L'équation caractéristique s’écrit : (¥) A?2+1=0. Cetteéquation admet pour racines i et —i.
* Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions : Vot Acost+ Bsint

* Le second membre s’écrit 2sin®t = 1 — cos(2t).
On cherche une solution particuliére grace au principe de superposition :



f)

)

h)

* Une solution particuliére de I’équation p” + v =1 est la fonction constante y; = 1.
* Une solution particuliere de v” + 7y = cos(2t) est donnée par y, = Re(7;) ou 7 est solution (complexe) de I’équation
v” +p = e?!. Cherchant 7, sous la forme §,(t) = Ce?'!, on obtient

7y(t)+ 9, =-3Ce*"

1 1
de sorte que 7, est solution a condition de prendre C = -3 On obtient y,(t) = -3 cos(2t).

1
* Les solutions de I'équation sont donc les fonctions v : t = A cos t+Bsint+p; (t)—v,(t) i.e. (y tt>Acost+Bsint+ 1+ 3 cos(Zf)J

L’équation caractéristique s’écrit : (¥) A2+21+10=0. Elle a deux racines complexes conjuguées -1+ 3i et
-1-3i.
* Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions : Vo :t > e !(Acos3t + Bsin 3t)

* Une solution particuliere est donnée par y; = Re(7;) ot 7 est solution (complexe) de I’équation
yu " 2}1/ + 10}/ — e?)ite—t — e(—l+3f)t
Puisque —1 + 37 est racine de (¥¢'), on cherche 7; sous la forme 7 (t) = Ctel=1+30t on obtient :
71 (t) = CeTI3N L O(=1 4+ 30) I3 et §(1) = 2C(=1 4 3i)el 13 4 CH (=8 — 6i)e 13N
. 1 -
etdonc: 77(t)+27,(t)+ 107, () = 6iCel=1+3)t  de sorte que 7, est solution a condition de poser C = — = _L
U v y que vy P 6 6
i

. t
On obtient 7 (t) = —éte’teS’t et i (t) = ge’t sin(3t).

t
* Les solutions de 1"équation sont donc les fonctions [y it e '(Acos 3t + Bsin 3t) + 60’5111(31‘)} ou A,B € R sont des

constantes quelconques.
L’équation caractéristique s’écrit : (¢') A2 —71+10 =0, et a pour racines 2 et 5.
* Les solutions de ’équation homogene sont les fonctions de la forme g : t > Ae?' + Be>' ot A, B € R sont des constantes
quelconques.
* Une solution particuliére est donnée par y; = Im(7;), ot 9; est solution de v” -7y’ + 10y = 13e¢ '*.
Cherchant 7 sous la forme 9; = Ce!, on obtient 9, = 79 + 109 = (9 - 7i)Ce?'! de sorte que 7 est solution & condition
13 1

1 : 1
—(9+ 7i). On obtient donc y; = Elm((9 +7i)e't) = m(7cost+ 9sint).

d = =
e poser C 9—7 =10

z 1
* Les solutions de I’équation sont donc finalement les fonctions de la forme {y t> Ae?t + BeX' + 1—0(7 cost+9sin t)] ou

A, B € R sont des constantes quelconques.
L’équation caractéristique s’écrit : (¢) A> +4 =0, dont 2i est racine double.
* Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions de la forme yg : t = Acos(2t) + Bsin(2t) ou A, B € R sont des
constantes quelconques.
* Une solution particuliere est donnée par y; = Re(?}), ol §; est solution complexe de I'’équation y” + 4y = 4e

Cherchant 9; sous la forme 9, = Cte?!, on obtient 97 + 47, = 4iCe*' de sorte que 7, est solution & condition de poser
4 . . .o .

C= yrinint On obtient donc y; : t > t Re(—ie?") = tsin(2t)
i

* On sait que la solution p recherchée est de la forme y(t) = Acos(2t) + Bsin(2t) + t sin(2t).

2it

* On constate que v(0) = A. Ainsi la condition y(0) = 4 donne A = 4.
* On constate ensuite que y’(0) = 2B et la condition p’(0) = 0 donne alors B = 0.

La solution du probléme de Cauchy est donc la fonction : (y it > 4cos(2t) + tsin(2t))

L'équation caractéristique s’écrit : (€) A2+ 41 +4 =0, et -2 est racine double.

* Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions de la forme yg : t = (A + Bt)e > ot A, B € R sont des constantes
quelconques.

s Le second membre vérifie: 2cht =e? —e?!,
Par principe de superposition,une solution particuliere y; de ’équation est donnée par y; =y, +y3 ot :

v, est une solution particuliére de p” + 4y’ + 4y = ¢!

v3 est une solution particuliére de v + 4y’ + 4y = e

Cherchant v, sous la forme v, = Ce?’, on obtient vy +4v} + 4y, = 16¢2 d’ot, par identification, C = .
Cherchant vs sous la forme v3 = Ct?e~>' on obtient, tous calculs faits, v} + 4v} + 4v3 = 2Ce™> d’'ou C = 1.

. AN )2 . , 1 1
Une solution particuliére de I'équation de départ est donc y; : t Rezt + Etze‘zt

2 1
* Les solutions de I’équation sont donc finalement les fonctions de la forme [t - (A + Bt + %)e‘zf + 16€2t] ouA,BeR

sont des constantes quelconques.



