Fonctions usuelles

Indications

1 | a) Utiliser les proprités du logarithme.
—1;\5 ot —15\5

Passer au logarithme. 9

In5
Solutions : 0 et -

c) Traiter x = 0 a part. Pour les solutions dans [R’,, passer au

logarithme.

Solutions : 0, 1 et 4.

Faire passer les puissances de 3 a gauche et les puissances

de 2 a droite puis factoriser au maximum et passer enfin

au logarithme.

Solution : %

En mutipliant par e* I’équation équivaut a :
(€)Y —(e+1)e*+e=0

Il s’agit d’'une équation du second degré en e*.

Solutions : 1 et e.

Solutions :

b)

d)

e)

2 | 1. Comparer les logarithmes en utilisant la concavité de

10
In.
2. Appliquer 1. a g; et b; et sommer pour i €[[1,n].
3. Appliquer 2. avec a; = nxi etb; = — i 11
P P
¥ Y
j=1 j=1

12
3 | 1. Appliquer le résultat de I'exercice précédent a chacune

n
a etZu +b; Plb

des sommes Z(a + b;)P
i=1
2. Utiliser I'inégalité de Jensen.

4 | 1. Revenir a I'exponentielle pour dériver.

2. Trouver une solution et montrer qu’il n’y en a qu'une au
moyen du théoreme des valeurs intermédiaires stricte-
ment monotone appliqué a f : x > 2¥ + 3.

5 | 1. Dériver deux fois f : x > a*. 13
a — 1 n—1
2. Par factorisation géométrique : (a-1) ZZak
=0

. 15, I
Minorer ;Za = ;Zf(k) a l'aide de I'inégalité de Jen-

k=0 k=0
sen

6 | @) Utiliser un argument de concavité.

b) La question a) permet de minorer « 'intérieur du pro-
1+2> (1 + ! )a
o ko k L )
Utiliser ceci pour minorer le produit puis faire apparaitre

un produit télescopique.

duit » : 14

7 | Revenir a I'exponentielle pour x%, I’équation e* = x équi- 15
vaut, pour x # 1, a lr)f = a. Etudier les variations de x — —=—

, lnx
Réponses : 16
* Sia<0oua =e, il yaune unique solution.

* Si0<a<e, iln’yaaucune solution.

* Sia > eil yadeux solutions.

g | Transformer x*(1 —x)!~ en revenant a I'exponentielle puis
tout passer au logarithme. On trouve que 'inégalité équi-
vauta xInx+ (1 —x)In(1-x) > -In2.

b) Transformer 1 -—e

Etudier alors la fonction f : x > xInx + (1 —x)In(1 — x) sur
10, 11.

Si g est convexe montrer que f“ est convexe en revenant
a la définition de la convexité. Majorer f“((l —t)a+ tb) en
revenant a ’exponentielle puis en utilisant successivement
la convexité de g, la croissance et la convexité de exp.

Pour I'implication réciproque, étant fixé t € [0,1], I’hypo-
these de convexité des f* permet d’écrire :

(*) Va>0, o8-t < (1 _)oa8(@) 4 poag(b)
S
pla) Pa)

Remarquer que :

g((1-ta+tb)=¢'(0) et (1-t)g(a)+tg(b)=1'(0)
Utiliser (%) et la définition du nombre dérivé pour montrer
que ¢’(0) < ¢’(0).

Suivre la méthode du savoir faire

Solutions :a) 0 etIn7 b) ln(ﬂT\ﬁ).

Etant donné ) € R, appliquer l'inégalité des cordes a la

fonction convexe x > e*

x = 0 est solution. Pour x # 0, on montre en isolant & que
I’équation équivaut a g = a.

Etudier alors la fonction f : x > = sur R* (le signe de f’
est celui de son numérateur, redériver ce dernier pour le
trouver).

Solutions :

e Sia>1ily adeux solutions sur R¥, donc en tout trois
solutions avec 0.

* Sia <1iln’ya pas de solution sur R, donc seul 0 est
solution.

a) Procéder par analogie avec les sommes trigonométriques.

Remplacer ch par sa forme exponentielle puis calculer
les deux sommes géométriques.

l_e(n+1)x .
, six=#0
Réponse: A, =3 1-¢* )
n+1 six=0

(n+1)x ot 1 —¢¥ en adaptant la technique

permettant de transformer 1 —e'®.

; Sh(n+1 )
Réponse : A, = ch(%)T
2

Etudier les fonctions ¢ : x > x—thx et ¢ : x > shx —x sur
R, (0 compris pour pouvoir comparer les valeurs sur R%.
avec les valeurs en 0).

2
s . x
Considérer la fonction f : x + chx— e
1. Revenir aux expressions avec les exponentielles.

2. Faire apparaitre un produit télescopique en remplacant
x
ch oF avec la formule de la question 1 (en prenant a = ).

1 shx

=
2

th 7
On obtient : | | h = — X — .
2k~ on sh 5 sh £ X sh 5
1l s'agi finir d hor 1
s’agit pour finir de montrer que : Eledi s

2Vl



— 1.

V quet, =
q n t—0

. . sht
—> 0, il suffit de montrer que —
2™ n—+oeo t

Utiliser la définition du nombre dérivé de sh en 0.

17! @) On se rameéne a Arccoscos 8 avec O € [0, 7] en utilisant

la 27t-périodicité de cos.
Réponse : 2

3 -

b) On se ramene a Arcsinsin@ avec 6 € [-5, 7] en utilisant
la 27t-périodicité de sin et la propriété sin(m — x) = sinx.
Réponse : %.

c) On se ramene a Arctantan® avec 0 € |-5, 7| en utilisant

la 7t-périodicité de tan. Réponse : I.

d) Utiliser Arcsin = 5 — Arccos.
Réponse : F.
e) Utiliser Arccos = 5 — Arcsin.
5 . 91
Réponse : 5.

18| Suivre la méthode du savoir faire

19| 1. Poser x =t + a avec a € [0, 7t] puis utiliser cos(rr + a) =

cos(t— a).
Réponse : 27t —x.

. Arccoscosx = x pour x € [0, 7].
Pour simplifier Arccoscos(2x) distinguer le cas ou x €
[0, 5] et celui ou x € [F, 7], dans le second cas utiliser la
question 1.

Solution : 5?”

. La fonction f : x > Arccoscosx — %Arccos cos(2x) est
paire et 27t-périodique.
On déduit donc toutes les solutions de celle trouvée sur
[0, m].

20| @) Poser O = Arctan 4 + Arctan 1.
11 suffit de montrer que :
(a) tanO =1.
(b) 6€]-5, 5[
b) On peut adapter la méthode du a) (en changeant I'inter-

valle) ou utiliser la propriété liant Arctan% et Arctanx
ainsi que le résultat du a).

3 1
c) Posant a = 2 Arccos 1 et B = Arccos 3 il suffit de montrer
que
(a) cosa =cosp.
(b) a,pe[0,m].

24

21! On peut simplifier les calculs en réorganisant les termes.
a) On peut par exemple poser @ = X — Arctan] et f =
Arctan % + Arctan% et montrer que
(a) tana =tanp.
(b) a,pel-5, 5[
b) On peut par exemple poser @ = Arctan3 —

25

s
4

et f =

Arcsin L et montrer que
v q

(a) tana =tanp.
(b) a,pel-5, 5[

22| 1. Montrer que f : x > Arctanshx + Arccosthx est (g

constante en dérivant, puis déterminer la valeur de la
constante en calculant f en une valeur bien choisie.
Réponse : Arctanshx + Arccosthx = 5 pour tout x € R.

d)

2. Remplacer thx par une de ses expressions avec l'expo-
nentielle.
Solution : x =1In %

3. Evaluer I'égalité :  Arctanshx+Arccosthx = Z.

23| On procede dans chaque cas par analyse-synthese (savoir

faire ).
a) Analyse. Si x est solution, appliquer sin a l’égalité
Arcsin 5 = Arcsinx - %.

V3

on obtient x = 0 ou x = +-5-.
Synthése. On teste directement —1 et 1, on constate que
seul 1 est solution.
b) Analyse.Si x est solution, appliquer sin a l'égalité
Arcsinx = 2 Arccos x.
on obtient x = +1.

Synthése. On teste directement les trois candidats, on
constate que seul \/g est solution.

c) Analyse. Si x est solution, appliquer cos a 1’égalité
Arccosx? = 7 —Arccos(1 - x?).

on obtient x = 0 ou x = +1.

Synthése. On teste directement les trois candidats, on

constate qu’ils sont tous trois effectivement solutions.

Analyse. Si x est solution, appliquer sin a l'égalité
Arcsin(2x) = 2 Arccos x.

on obtient x = -,

2
Synthése. On montre par des considérations de signe que
L n’est pas solution.

V5
On ne peut pas tester directement le candidat % i.e. cal-
2
ler Arcsin == et Arccos .
culer rcs%n.\/.g,et recos =
Deux possibilités :
* Premiére possibilité. Poser a = Arcsin% et f =
J

1

ﬁ
cosa =cosfeta,Bel0,n]

Arccos —= puis assurer que a = 5 en vérifiant que

* Deuxieme possibilité. On montre que I’équation pos-
sede une unique solution en appliquant le théoreme
des valeurs intermédiaires strictement monotone a
f +x— Arcsin 2x — Arccos x, I’étape d’analyse montre
alors que la solution est \/Lg

L’équation est définie sur [—1, 1] (ceci exige une vérification
pour le membre de droite). De plus, étant donné x € [-1,1],
on constate que a = 2 Arcsinx et f = Arcsin(2xV1 — x?) ont

le.méme sinus. et quenﬁ i[—%, Z].

Ainsia =fssiae[-F,5]. o

Solutions : tous les éléments de [—\/—E, %].

Nécessairement, a > 0 et a < 1.1 s’agit ensuite de détermi-
ner les valeurs de a € [0, 1] pour lesquelles
T . i
5 < 2Arcsin(Va) - = < 3
Reste a résoudre l'inéquation (en utilisant la stricte crois-
sance de Arcsin).
Réponse : a €0, %]

a) Par analyse-synhése :

* Analyse : Si x est solution, en appliquant tan a I’égalité,

—3+V17
=g

on obtient x =



27

28

29

30

» Synthése On peut montrer que 1’équation a une unique
solution @ € R en appliquant le théoréme des va-
leurs intermédiaires strictement monotone a f : x
Arctan 2x + Arctan x. L'étape d’analyse assure que a =

-3+V17 -3-V17
4 /

, on élimine TN par des considérations de
signe.

b) Par analyse-synhese :
* Analyse : Si x est solution, x # 0 et en appliquant tan a
I'égalité Arctan(x—1)+Arctan(x+1) = § —Arctanx, on

obtient x = i\/g.

* Synthése On peut montrer que 1’équation a une unique
solution @ € R en appliquant le théoréme des va-
leurs intermédiaires strictement monotone a f : x
Arctan(x—1)+Arctan(x+1)+Arctanx. U'étape d’analyse

assure que o = i\/g, on élimine —\/g en montrant que
2 yi¢
f(—\/;) <7

On peut par exemple poser a = T + Arctanzlw et g =
4Arctan% et montrer que

1. tana =tanp.

2. a,pel-5, 5[
Pour calculer tan, commencer par poser 5 = 2a avec

a= 2Arctan% puis appliquer deux fois de suite la formule
donnant tan 26 en fonction de 6.

On peut procéder par récurrence (double), en exprimant
fne1 + fu_1 en fonction de f,.

Une autre possibilité est de délinéariser cos(n0) avec 0 =
Arccosx : _

cos(n@) = Re(eme) = Re((cos O+isin 6)”) = Re((x+z' V1-x2)"
On développe (x+iV1 —x2)" avec le bindme, la partie réelle
est constituée des termes d’indice pair de la somme, il suffit
de vérifier que chacun de ces termes est polynomial en x.

1. On vérifie que tan 6 = Hklw mais ne pas conclure trop

. _ 1 . . s
vite qug 67;; = Arctan 77, il convient de vérifier que
Qk e ]_7 y 7 [.
2. Faire apparaitre un télescopage en remplacant

1 .
A{ctan W avec la question 1.
Réponse : 3.
. 5 1 .
1. Utiliser: cos“ 0 = —— et sin@ = tanBcosO
1 +tan< 6

Réponses:  cos6 = et sin® =thx.

chx
2. En remplacant thx par une de ses expressions avec l’ex-
. . sy 1+sin0
ponentielle on obtient: e*=——.
1-sinf

. . 2tan§
Utiliser alors la formule : sin@ = —
1+tan?%

~——



