Fonctions usuelles

Exercices

m Exponentielle, logarithme, puissances | m Fonctions hyperboliques

1 | Résoudre les équations suivantes d’inconnue x :

a) Injx|+Injx+1|= b) 5%

d) 32— 2% = p%+5 321 g) p¥ il ¥y ]
. 1 1
2 | Soient p,g € ]1,+o0[ tels que : —+—-=1.
*k @ p1 P4
1. Montrer que: ab<—+ ? pour tous 4,b € R}, .
2. Soient ay,...,a,, by,..., b, € R} tels que Za = qu =1
n
Montrer que : Zflibi <l
i=1
3. Soient xq,..., Xy, V1,..., Vs € RY.
n 1 n 1
En déduire que: in;vi < (Z )p (Zyl )q
i=1 '
3 Soit p € ]1,+00].

% On souhaite montrer que pour tous xy,...,X,,V1,..., ¥, € R}

(i(xi +3’i)p)ll7 < (i"f); + (i}/f)p
' i=1 i=1

1. Démontrer cette inégalité en utilisant le résultat de la
question 3. de 'exercice 2.

2. Démontrer directement cette inégalité a l'aide de la fonc-
1
tion x - (1 —XxP )p.
4 1. Soit a € R;. Déterminer la dérivée et les variations
. de la fonction x + a* sur R.
2. Résoudre I'équation 2* + 3* =5 d’inconnue x € R.
5
57 1. Soit a € R}. Montrer que x — a* est convexe sur R.
, a"—1  nil onl
2. Soit a>1 et n € IN*. Montrer : >a 2 —qa?2
n
6 Soit a €0, 1].
*.7a) Montrer que pour tout x>-1: (1+x)* <l+ax
n
P . a
b) En déduire que pour tout n € IN¥, l_[(l + E) >(n+1)°
k=1
7 Soit a € R. Déterminer, en fonction de a, le nombre
**. de solutions dans R}, de I'équation : ¢ = x%. Indication :
Reformuler I'équation en une équation de la forme « f(x) = a »
8 En étudiant une fonction bien choisie, montrer :
*k
1
Vxel0,1], x(1-x)'"*> 5
9 Soit f : R — R}. On pose g = In f. Montrer que la

¥ fonction g est convexe ssi f¢ est convexe pour tout a > 0.

—7x c) xV¥ = (V) "l a)4chx-3shx=4
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Résoudre dans R les équations suivantes

b) 16shxchx =15

Montrer que pour tous A e Ret x € [-1,1]:
e <chA+xshi

Soit a € R. Déterminer, en fonction de «, le nombre
de solutions de I’équation : e*(a—x) =e ¥ (a+x) d’in-
connue x € R.

n

= Zch(kx).

k=0
b) Exprimer A, al'aide des fonctions ch et sh.

a) Pour xe Retne N, calculer: A

Démontrer: VxeR;, thx<x<shx.
X+
Y <

2

cthrch;)_(x—;})2
2 8

sh2a=2shacha.

Montrer: Vx,yeR, ch

1. Montrer que pour tout réel a:

2. Soit x e R*. Montrer que :

m  Fonctions circulaires réciproques

Simplifier les quantités suivantes :

8 .. 17
a) Arccoscos ?71 b) Arcsinsin Tﬂ

c) Arctantan —

7 17
d) Arcsincos Tn e) Arccossin Tn

Montrer: VYxe€]-1,1[, Arcsinx= Arctan(

—
| =
=
L )
N —

1. Simplifier: Arccos(cosx) pour tout x € |1, 27|

2. Résoudre ’équation suivante d’inconnue x € [0,7] :

1
Arccos(cosx) — 3 Arccos(cos2x) =

3. Résoudre I'équation précédente sur R tout entier.

1 1
a) Etablir: Arctanz +Arctan§ =

b) Calculer: Arctan2+ Arctan3

3 1
c) Etablir: 2Arccos i Arccos 3

1 1 1
a) Montrer que: % = Arctan 5 +Arctan 3 +Arctan 3

1
Arctan 3 — Arcsin( —

)

b) Montrer que : %

1. Simplifier : Arctansh x+Arccosth x pour xeR
. " . 5 e
2. Résoudre I'équation : thx= 3 d’inconnue x € R.
e s 1es 5 5 =
3. En déduire I'égalité : Arctan o+ Arccos G-7



23 Résoudre les équations suivantes d’inconnue x, en
**. précisant 'ensemble de définition.
) Tt X .
a) Arcsinx = 3 + Arcsin 3 b) Arcsinx = 2 Arccosx
Tt .
c) Arccos(x?)+ Arccos (1 —x?) = 7 d) Arcsin(2x) = Arccos

24 Résoudre ’équation: 2 Arcsinx = Arcsin(2xV1 —x?)
#. d’inconnue x.

25| Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles I’équation

*k . . T N .
Arcsinx = 2 Arcsin(ya) — r possede des solutions

26 Résoudre les équations d’inconnues x € R :

*x e
a) Arctan2x+ Arctanx = 1

b) Arctan(x—1)+ Arctanx + Arctan(x+ 1) = %
U4 1 1
27 Montrer que: — =4Arctan - —Arctan ——-
Ak 4 5 239

28! Soit n € IN. On pose:  f,(x) =cos(nArccosx) pour tout
57y e[-1,1]. Montrer que f, est polynomiale.

29| Pour tout k e N on pose: 6y = Arctan(k+ 1) —Arctank
0 1. Exprimer 6 au moyen d’un seul Arc tangente pour tout

k € IN.
n
2. Etudier la limite:  lim Arctan
n—-+o0 = k2+k+1
30 Soit x € R. On pose: 6O = Arctanshux.

.0 1. Calculer cos6 et sin0 en fonction de chx et thx.

2. En déduire que: x= ln(tan(% + g))




