
2 SOMMES ET PRODUITS 2025 – 20262
Sommes et produits Exercices
■ Calculs de sommes et de produits

1 SF 1 SF 2 Soit n ∈N. Calculer les sommes suivantes

a) An =
n∑
i=0

i(i − 1) b) Bn =
n∑

k=0

(n− k)2 c) En =
n−1∑
k=3

qk

(n ≥ 3, q∈C)

d) Fn =
n∑

k=0

(−1)k3n−k e) Gn =
n∑

k=0

2sin
(x

2

)
cos(kx)

f) Hn =
2n∑
k=0

(−1)kk3. g) In =
n∑

k=0

⌊ x

2k+1
+

1
2

⌋

2 SF 3 Soit n ∈ N∗. En écrivant k = (k + 1) − 1, calculer :

a) Sn =
n∑

k=1

kk! b) Tn =
n∑

k=1

k

(k + 1)!

3 SF 1 SF 2 Soit n ∈N∗. Calculer les produits suivants

a) An =
n∏

k=1

k(n− k + 1) b) Bn =
n∏

k=1

k − 2
k + 2

c) Cn =
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
d) Dn =

n∏
k=1

k

k + 2

e) En =
n∏

k=0

e2k f) Fn =
n∏

k=1

2k

k2

4 SF 3 Soit n ≥ 3. Calculer le produit :
n∏

k=2

k3 − 1
k3 + 1

.

Indication : Factoriser k3 − 1 et k3 + 1.

5 SF 3 Soit n ∈N∗ et x , 0 [2π]. Calculer :
n∏

k=1

cos
x

2k
.

6 Montrer sans récurrence que pour tout n ∈N∗ :
n∏

k=1

(4k − 2) =
n∏

k=1

(n+ k)

7 Pour tout entier n ∈N, on pose : Sn =
n∑

k=0

(−1)k(2k + 1).

1. Calculer S0, S1, S2 et S3.
2. Calculer Sn pour tout n ∈N.

8 Etudier la monotonie des suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ défi-

nies pour tout n ∈N∗ par : un =
2n∑

k=n+1

1
k

et vn =
2n∑
k=n

1
k

.

9 a) Soit ℓ ∈N.Trouver tous les k ∈N tels que :
⌊√

k
⌋

= ℓ

b) En déduire :
(2n)2−1∑
k=0

(−1)
⌊√

k
⌋

pour tout n ∈N∗.

■ Majoration, minoration de sommes

10 SF 5 Soit n un entier naturel. Montrer que :
n∑

k=0

k! ≤ (n+1)!

11 SF 3 SF 5

a) Montrer que pour tout k ≥ 2 :
1
k2 ≤

1
k − 1

− 1
k

.

b) En déduire que pour tout n ∈N∗ :
n∑

k=1

1
k2 ≤ 2.

12 SF 3 SF 2 Soit q ∈ [0 ,1[.

Montrer que pour tout n ∈N∗ :
∑

1≤i,j≤n
qij ≤

q

(1− q)2 .

13 SF 5 Soit n ∈N supérieur ou égal à 3.

a) Montrer que :
1
k!
≤ 1

2k−1
pour tout k ≥ 2

b) En déduire que :
(n
k

)
nk
≤ 1

2k−1
pour tout k ∈ ⟦2 ,n⟧

c) En déduire :
(
1 +

1
n

)n
≤ 3

14 SF 1 SF 5 Soit (an)n≥1 une suite de réels positifs.
Pour tout n ∈N, on pose : sn = a1 + · · ·+ an.

Montrer que pour tout n ∈N :
n∏

k=1

(1 + ak) ≤
n∑

k=0

skn
k!

.

15 1. Montrer que x 7→ ln
(1− x

x

)
est convexe sur ]0 , 1

2 ].

2. Soit n ∈N∗ et x1, . . . ,xn ∈ ]0 , 1
2 ].

Montrer :
( n∑
i=1

(1− xi)
)n
×

n∏
i=1

xi ≤
( n∑
i=1

xi

)n
×

n∏
i=1

(1− xi)

16 SF 5 Soit n∈N et x,y ∈R∗+.

Montrer que :
(
1 +

x

y

)n
+
(
1 +

y

x

)n
≥ 2n+1

17 SF 5 Soit (an)n∈N∗ une suite réelle vérifiant : ai+j ≤ ai + aj
pour tous i, j ∈N∗.

1. Montrer que : nan+1 ≤ 2
n∑
i=1

ai pour tout n ∈N∗.

2. En déduire que pour tout n ∈N∗ : an ≤
n∑
i=1

ai
i

.

18 SF 5 Pour tout n ≥ 2, on pose : Sn =
n∑

k=2

⌊
lnn

lnk

⌋
.

1. Montrer que : Sn =
n∑

j=2

⌊
n

1
j

⌋
, pour tout n ≥ 2.

2. En déduire que
Sn
n
−→

n→+∞
1.



■ Sommes et produits doubles

19 SF 1 SF 2 SF 4 Pour tout n ∈N, on pose : Sn =
n∑
i=0

n∑
j=i

2j .

a) Vérifier que Sn = n2n+1 + 1 pour tout n ∈N.

b) Montrer que : Sn =
n∑

j=0

(j + 1)2j pour tout n ∈N.

c) En déduire que :
n∑
i=1

i2i−1 = (n−1)2n+1 pour tout n ∈N.

d) Calculer : Tn =
n∑

j=1

j+1∑
i=1

i2i−1 pour tout n ∈N.

20 SF 2 SF 4 Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes et produits
doubles :

a)Sn=
∑

1≤i≤j≤n
(j − i) b)Tn=

∑
1≤i<j≤n

j c)Un=
∑

1≤i≤j≤n

i

j + 1

d)Vn=
∑

1≤i≤j≤n

i2

j
e)Wn=

∑
1≤i,j≤n

xi+j f)Xn=
∑

1≤i,j≤n
min(i, j)

g)Yn=
∏

1≤i,j≤n
ij h)Zn=

∏
1≤i,j≤n

ij

21 SF 4 Montrer sans procéder par récurrence que :

∀n ∈N∗,
n−1∏
k=0

n!
k!

=
n∏

k=1

kk

22 SF 2 SF 4

1. Soit n ∈N∗. Calculer
∑

1≤i≤j≤n

i

j

2. ★★★ Plus généralement montrer que pour tous n,k ∈N∗ :∑
1≤i1≤···≤ik≤n

i1
i2 · · · ik

=
n(n+ 2k − 1)

2k

23 SF 4 Soient a1, . . . , an ∈R. Montrer que :
∑

1≤i,j≤n

aiaj
i + j

≥ 0.

Indication : Considérer P : x 7→
∑

1≤i,j≤n

aiaj
i + j

xi+j .

■ Coefficients binomiaux et formule du binôme

24 SF 1 SF 2 Pour tout n ∈N∗ on pose : Sn =
n∑

k=0

(
2n+ 1

k

)
.

1. A l’aide du changement d’indice j = 2n+1−k, déterminer
une autre expression de Sn pour n ∈N.

2. En déduire la valeur de 2Sn puis celle de Sn pour n ∈N.

25 SF 6 Soit n ∈N∗,

1. Calculer la somme An =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
de deux façons :

a) en dérivant l’égalité : ∀x ∈R, (1 + x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk .

b) à l’aide de la formule « sans nom ».
2. En utilisant l’une des deux méthodes précédentes, cal-

culer la somme Bn =
n∑

k=0

k2
(
n

k

)
.

26 SF 2

Pour tout n ≥ 1 on pose Sn =
∑

0≤k≤n
k pair

(
n

k

)
et Tn =

∑
0≤k≤n
k impair

(
n

k

)
aussi

notées Sn =
∑

0≤2k≤n

(
n

2k

)
et Tn =

∑
0≤2k+1≤n

(
n

2k + 1

)
.

1. Calculer Sn + Tn et Sn − Tn pour tout n ≥ 1.
2. En déduire les valeurs de Sn et Tn pour tout n ≥ 1.

27 SF 2 Soit n ∈N∗.

1. Vérifier que pour tout k ∈ ⟦1 ,n⟧ :
(
n

k

)
=
n− k + 1

k

(
n

k − 1

)
2. En déduire que pour tout k ∈ ⟦1 ,n⟧ :

• si 1 ≤ k ≤ n

2
:

(
n

k − 1

)
<

(
n

k

)
• si

n

2
≤ k ≤ n− 1 :

(
n

k + 1

)
<

(
n

k

)
3. Application. Etablir :

(
2n
n

)
≥ 4n

2n+ 1
.

28 SF 2 SF 4

a) Montrer que :
(
n

j

)(
j

i

)
=

(
n

i

)(
n− i
n− j

)
pour tous i, j,n ∈N

tels que i ≤ j ≤ n.

b) Soit n ∈N. Calculer : Sn =
n∑
i=0

n∑
j=i

(
n

i

)(
n− i
n− j

)

29 SF 3 Soit n,p ∈N tels que p ≤ n.

A l’aide d’un téléscopage, établir :
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1
p+ 1

)
.

30 SF 2 SF 3 SF 4

Pour tous n ∈N∗ et p ∈N, on pose : Sp(n) =
n∑

k=0

kp.

Montrer que pour tous n ∈N∗ et p ∈N :
p∑

i=0

(
p+ 1
i

)
Si(n) = (n+ 1)p+1

2


