Sommes et produits Exercices

m Calculs de sommes et de produits m Majoration, minoration de sommes

n

*J . Soit n € IN. Calculer le: sommes suivantes . |10 Soit n un entier naturel. Montrer que : Zk! < (n+1)!
*k —
a) A,= ) ili=1)  b) B,=) (n-k? ¢) E,=) ¢~ | =
i=0 k=0 k=3 |11
(n23,qeC) * 1 1 1
" " a) Montrer que pour tout k > 2: o < PR
X
d) F,= Z(—l)k3”‘k e) G,= ZQsin(—)cos(kx) "o
k=0 k=0 2 b) En déduire que pour tout n € N*: o <2.
2n n X 1 k=1
VI T N E e |
k=0 k=0 12 Soit g € [0, 1].
*k ij q
Montrer que pour tout n € IN*: < .
2 Soit n € IN*. En écrivant k = (k+ 1) — 1, calculer : auep 1<Z_Z]_énq (1-9)?
* n n -
k
= ! = [
3) Sn ;kk' o) T ;(k +1)! 13 Soit n € N supérieur ou égal a 3.
- - L. 1 1
a) Montrer que : o1 < 55 pour tout k>2
3 Soit n € IN*. Calculer les produits suivants k! (n)Z |
*ok n n . . k
k-2 b) En déduire que: —— <—— our tout k €[[2,n
a) An:]_[k(”_k"'l) b) B, = ) ) 9 nk = 2k-1 p [2,n]
1
k=1 k=1 ¢) En déduire : (1 + —)n <3
: 1 "k n
c) Cn:l_[(l—k—z) d) Dn=]—[m . . ) s
k=2 kel o 14 Soit (a,,),>1 une suite de réels positifs.
n nook % Pour tout n €N, on pose: s, =a;+---+a,.
e) B, =[ [ f) F —]_[2— " n ok
n - n - 2 A n
k=0 kel k Montrer que pour tout n € IN : ]_[(1 +ag) < ZF
k=1 k=0
k-1
*:I Soit n > 3. Calculer le produit : PR 15 1. Montrer que x — ln( — x) est convexe sur ]0, 1.
Indication : Factoriser k3 =1 et k3 +1. = EEE
2. SoitneN* et xq,...,x, € ]0,%].
n
. % . X n n n n n n
*g Soit n € N* et x = 0 [27]. Calculer : ]_[cosﬁ. Montrer - (Z(l_xi)) <[ T S(in) x]_[(l—xl)
k=1 i=1 i=1 i=1 i=1
6 | Montrer sans récurrence que pour tout n € IN*:
- n n 16 Soit nelN et x,veR}.
— *kok n n
]_[(4k—2)—]_[(n+k) Montrer que : (1+E) +(1+2) > on+l
k=1 k=1 v X
n . . 7z 7 e
7 | Pour tout entier n€IN, on pose: S, = (-1)%(2k +1). AZ* Soit (?”,)“ENZ une suite réelle vérifiant:  a;,; <a; +a,
* pour tous ,j € IN".
1. Calculer Sg, S;, S, et Ss. k=0 n
2. Calculer S, pour tout n € IN. 1. Montrer que: na,,; <2) a; pour toutneN".
i=1
8 | Etudier la monotonie des suites (u4,)en €t (V) nen+ défi- L
*ok o 2n 2. En déduire que pour tout neIN*:  a, < ZTI
nies pour tout n € N* par: u, = Z T et v, = Z% i=1
k=n+1 k=n n |
nn
P tout n> 2, S, = — .
9 ' a) Soit £ € N.Trouver tous les k € IN tels que : l\/EJ =¢ *13* ourtoutn == o p:se " ;LnkJ
Fokok 1 =
(2n)2—1 1. Montrer que: S, = Z{MJ, pour tout n > 2.
b) En déduire : Z (—1)[‘@J pour tout n € IN*. S j=2
k=0 2. En déduire que 7" -1
n—+oo




m Sommes et produits doubles

Pour tout n € IN, on pose: S,

a) Vérifier que S, = n2™! + 1 pour tout n € N.
n

Sp= Z(] +1)2/ pour tout n € N.
=0
n
Zz2l !'=(n—1)2"+1 pour tout n € N.
i=1
n j+1

T, = ZZif‘l pour tout n € IN.

j=li=1

b) Montrer que :

c) Endéduire que:

d) Calculer:

20 Soit n € IN*. Calculer les sommes et produits
*¥*. doubles :
- . i
AS,=) (=N BT=) j  U=)
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n]
;2
d)V,= Z — eyw, —Z oofX, me i,7)
1<z<]<n 1<i,j<n 1<i,j<n
g)Yn:]_[ i h)anl_lzj
1<i,j<n 1<i,j<n
21 Montrer sans procéder par récurrence que :
- n-1 nl n
. b k
men, [ 2] Jx
k=0 k=1
22
L= )
1. Soit n € IN*. Calculer Z 1
lsiSan]

2. xx* Plus généralement montrer que pour tous n,k € IN*:

n(n+25-1)

i
. o

2 lk

)

R R 1
1<ij<<ix<n

. a;a;
23 Soient ay,...,a, € R. Montrer que : Z —] >0
Sk — 1+]
la] 1<i,j<n
Indication : Considérer P: x+ ) X,
1<i,j<n i +]

25

*k

28

*k

29

ok

30
Hokok

m Coefficients binomiaux et formule du binome

i 2n+1

P

k=0

1. Al'aide du changement d’indice j = 2n+1-k, déterminer
une autre expression de S,, pour n € IN.

2. En déduire la valeur de 2S,, puis celle de S, pour n € N.

Pour tout n € IN* on pose :

Soit n € IN¥,

n
1. Calculer la somme A, = Zk(:) de deux fagons :
k=0

a) en dérivant I'égalité: Vxe R, (1 +x)" =
k=0
b) al’aide de la formule « sans nom ».

2. En utilisant I'une des deux méthodes précédentes, cal-

n
culer la somme B,, = ZkQ(Z)
k=0
0<k<n

n
(k) et T, =
k pair
notées S, = Z (2nk) etT, = Z (an 1).
0<2k<n 0<2k+1<n *

1. Calculer S,+T, et S,-T,
2. En déduire les valeurs de S,, et T,

Pour tout n > 1 on pose S,

T

pour tout n > 1.
pour tout n > 1.

Soit n € IN*.
n—k+1

)

1. Vérifier que pour tout k € [[1,n]) : (:) =

2. En déduire que pour tout k € [[1,n] :

n n

)<L

esil<k<n-1: ( " )<(”)
2 k+1 k

4”
2n+1°

n
e sil<k<—:
si _k_2 (k

2
3. Application. Etablir : ( nn) >

a) Montrer que : (n)(]) = (n)(n N 1) pour tous i,j,n € IN
j\i if\n—j

=L ()

i=0 j=i

b) Soit n € IN. Calculer :

Soit n,p € N tels que p < n.

n
k n+1
A l'aide d’un téléscopage, établir : E ( ) = ( )
= p p+1

Pour tous n € N" et p €N, on pose :  §,(n) =

Montrer que pour tous n € N et p e IN :

p
Z(p—;l)si(”) = (n+1p"

i=0



