Analyse asymptotique
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m Comparaison de suites et de fonctions 1'0
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Dans chacun des cas suivants, déterminer quelle fonction

est négligeable devant l'autre au point indiqué.

a) f: x|—>1nx et X ! en + 11
— : — oo.
X § \/z **
b) f:x s xIn¥ et g:x > x% en +oo.
c) f:xpsxnx et g:x>xYenO.
Soit a € R*.. Pour tout x € [1,+c0], on pose : f(x)=eVn¥, 12
I . — a a —
Etablir:  f(x) = o(x*) et (Inx)* = o f(x)) e

Soient u,v € RN, Vrai ou Faux?
a) u,~v, = u,-v,—0 b) u,-v, >0 = u,~v,

C) u,—v, >0 < eln ~eln

On note f la fonction x > xe*.
1. Montrer que f est bijective de R, sur R,.
2. On note W sa fonction réciproque. Montrer que :
a) W(x) . b) W(x)—-Inx et —In(Inx).
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Trouver un équivalent simple de f en 0.

x—0+
m Application des équivalent usuels

Trouver un equlvalent simple de chaque expression :

Lx] o xtex+2
a) ——en+ b) —|_xJ2+x—5

Vx+1
sinxIn(1 + x)

3
d) e%+8+—2 e)
n Xtanx

Soit f : R} — R telle que f(x) " Oet
x—0%

Tt
en +oo C) sm(—z)
n

n0 f)

‘o

d) In(1 + x)+ cosx en +oo

i) Arctanx—Arctanaena>0

Trouver un équivalent simple de chaque expression :

In(n® + 3) ¢
b) T C) e

d) (”+k) (keN) e) (n+1)i—ni f) eVl 1

—n

—e

e

In(n+1)—1In(n)

6

1
g) e‘%(cos % - n_ﬁ) h) nin(n+1)—(n+1)Inn
) Inn X In(lnn) - ()"

(5= (3)"
m Calculs de développements limités

Calculer le développement limité a l'ordre [n] |1
(spécifié dans chaque cas)en 0: i

a) shxch(2x)-chx [3] b) (1 -cosx)?

17
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i) (cos 1

o]

[6] c¢) cos’x [4]

1-
d) Arctan2x+1In =X [5]
1+x 19
Calculer le développement limité a l'ordre [n]
(spécifié dans chaque cas)en 0:
cosx

2) i 81 D) In(+sing 8] ©) thy [3]
d) N 2] e) In(l+e) [B1 1) iy [21 (20
) (chx)ﬁ 3] h) Arctan x—In(1+x) [3]

sin(3x)

Exercices
Calculer le développement limité a 'ordre [n] en O :

a) Arccosx [5] b) Arctan(e¥) [3] ¢) jxe‘/mdt [3]
0

Calculer le développement limité a I'ordre [n] en O :
a) Ena:% sinx [3] b) Ena=2: +x [2]

esinx [2]

1
c) Ena=1: ﬂ 3] d) Ena=§
Soit n € IN.

1. Calculer le développement limité a I'ordre n en 0 de la
n

X
+—).
n!

. Calculer son développement limité a l'ordre n+ 1 en 0.
n k
=D (Zk) k
= Z— X+ o0(x")
N k
1 —Xx X 0 =0 4 k
. En déduire un développement limité de Arcsin en 0 a
l'ordre 2n+ 1.
g n
. — k
Pour tous n,p € N, on pose : S, , = Z(—l) (k)kl’
1. Soit ne N et p €[[0,n]. k=0
En calculant de deux maniéres différentes le développe-
ment limité a l'ordre nen 0 de f : x > (e* —1)" montrer :

= Sn,n—l =0 Sn,n (_1)nn!
. En affinant la méthode de la question précédente, mon-

B Ln(n+1)!
=0T

fonctionf:x»—>1n(1+x+---

Soit n € IN. 1
1. Montrer que :

Spo = et

trer que pour toutn€IN: S, .

1
x+x3sin(;) six=0
0 six=0

Montrer que f possede un développement limité d’ordre 2
en 0 mais que f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Pour tout x € R on pose :

flx)=

m Utilisation de la Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe ¥ sur RR. Etablir :

flx) = o(x") & f(0)=f'(0)=---=f"(0) =

x—0

Soita e R* et f : IR — R} une fonction de classe
€ telle que f(0)=1, f'(0)=0et f”(0)=—1.

Etudier l'existence et la valeur de:  lim f
X—+00

oy

a) Montrer que f:x+> e¥ —x? est bijective de R sur R
b) Montrer que f~' posséde un développement limité
d’ordre 3 en 1 et le calculer.

**7a) Montrer que f:x+ xchx est bijective de IR sur R

b) Justifier que f~' posséde un développement limité
d’ordre 5 en 0 de la forme f~1(v) = a;v+azy>+asv>+o(v°).
c) Calculer ay, a3 et as.

Trouver toutes les fonctions f : R — R de classe €

= f(V2x).

telles que pour tout x € R :



21! On note E 'ensemble des fonctions de classe €2 de [0, 1]
¥5* dans R et F I'ensemble des fonctions continues de [0,1]
dans R. Soit T une application de E dans F vérifiant :

i) Pourtous f,geEet A, yeR: T(Af+ug)=AT(f)+puT(g).

ii) Pourtous f € Eetae]0,1[,si f posséde un extremum local
en a, alors T(f)(a)=0.

Montrer qu'il existe @ € F tel que T(f) = ¢f’ pour tout f €E

m Limites et équivalents

29 Etudier les limites suivantes :
*k a) lim In(1+x)—sinx b) lim sinx —shx
x—0 tanx-—x x—0 x(cosx —chx)
1 1 2 1
c) lim — -3 d) lim
x—0 X sin” x x—I cos?x Insinx
1 sinx _ X
e) lim (2+ cosx)tan?x f) lim (Sl.nx) - il
xon x—0*t xS — (sin x)¥
23 Etudier la limite de la suite (u,)
*% In(n+1)-1In(n+2 1
a) u, = n ) n+r11( ) b) un:n(1+;)n—ne
(5]
c) un:(nsin%)2 d) u,,:(3><2%—2><3%)n
e) u, =Vnt+3n3-2Vnt+2n3 + Vnt+ 13
24 Trouver un équivalent simple de u,, :
ook

Vel

n\{t_l )
Inn
)

Vn+1

1
a) u, =elVil Arctan (

b) unz(;)sm(ln@;” -

25 Soit a € R. Pour tout n € IN, on pose
Yok
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Trouver un équivalent simple de u,,.

a b
iy e -1
1. %% Trouver un condition nécessaire et suffisante sur (a, b)

pour que f(x) — 0.
x—0

1
26 Soita,beRet f: X =

2. x*x Montrer qu’alors f posseéde un maximum local en 0.

m Applications a I’étude de fonctions

27 On considere la fonction f définie pour tout
- _ L In(1+x)-x
€]-1,0[U]0,+o0[ par: f(x):T.

1. Calculer le développement limité de f a l'ordre 2 en 0.

. En déduire que f peut étre prolongée par continuité en
0, et que ce prolongement est dérivable en 0. Déterminer
la position relative de la courbe de f par rapport a sa
tangente en ce point.

Etudier localement au voisi-
nage de 0 la fonction f (prolongement par conti-
nuité, dérivabilité du prolongement en 0, équa-
tion de la tangente en 0, position relative)

a)f:x —ln(1_+1x) b) f:x+— (chx)% : ! L
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29 Calculer le développement limité de
Jokok

frxmxlt

% alordre 3en 1. Qu’en déduit-on sur ¢ ?
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In(1 + ax)
1+x

1. Calculer le développement limité a I'ordre 3 de f en 0.

2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f présente
un point d’inflexion en 0.

Soit a € R*. On note f la fonction x

1. Montrer que f : x> AX T se prolonge
e —_—

en une fonction de classe ¢! sur R.

1
Montrer que f : x+— — —
que f X sinx

tion de classe ¢ sur [0, §].

se prolonge en une fonc-

Montrer que ¢y possede une asymptote en +oo
et déterminer leur position relative au voisinage de +co :

a) f: x»—m/

c xH—ArctanY
)f x+1

b) f:xn—>(x2—1)ln(x+l)

x—1

On note f la fonction x > (1+x)>+cosx—chx—2tanx.
La fonction f possede-t-elle un extremum local en 0?

Soit I un intervalle de R, f : I — R, de
classe €% eta € I tel que f(a) = 0. Montrer que g : X > %

est prolongeable en une fonction de classe ¢! sur I

= Développements asymptotiques de suites

Uy
Uy =1+-"=L,

l<u,<2. "
b) Montrer que (u,),en converge vers 1.

a 1
= —+o(=).
n—+oo 1 n
—+

b 1
2 %'PO(F)

On pose uy =1 puis pour tout n>1:
1. a) Montrer que pour tout n € N :

2. Déterminer un réel a tel que u, -1

a
3. *%% Trouver b,c e Rtelsque u, =1+—+
n

Pour tout 7 € IN, on considére la fonction f,, : x > x> +nx—1

1. Montrer que pour tout entier 7, il existe un unique réel
strictement positif u, tel que f,(u,) = 0.

2. Montrer que (u,) est convergente puis déterminer sa

limite.
1
3.a) Montrer que u, ~ —.
n—+co 1
1 1 1
b) Montrer que u, e TE + 0( = )

1. Montrer que pour tout n > 2, I’équation x" —nx+1=0

possede une unique solution dans [0, 1], notée x,,.
Montrer que (x,) converge et déterminer sa limite.

Etablir :
1 1
nntl +0( nh+l )

a) Xn ~ n

Pour n € IN* on considére la fonction f,, : x +> e* + x* — nx

de R dans R.

1. Soit n € IN*. Montrer que f, posséde un minimum
m, atteint en un unique réel x, vérifiant x,, > 0 et :
e¥n +2x, =n.

1
C)Xn:;'l'

b) x}! = 0(%)

2. Montrer que (x,) admet +co pour limite.
3. Etablir: | |
a)etn ~n b) x, ~Inn c)x,=Inn- 2n_n o(n—n).
n n
4. Etablir: a)m, ~-nlnn b) m, = —nlnn+n+o(n).



