Fractions rationelles

Indications

1 | @) On cherche les racines complexes de A puis on regroupe

les facteurs conjugués :

* Racines complexes de A : Ce sont les racines sixiemes de
—27 a savoir : V3et's, +V3i et \/geii%

s Factorisation A = (X% =3X +3)(X? + 3)(X? +3X +3).

On cherche les racines complexes de B puis on regroupe

les facteurs conjugués :

b)
* Racines complexes de B: ¢*'5, et —¢*'3
s Factorisation B=(X?> - X+ 1)(X?> + X +1).
Utiliser I'identité remarquable a — b? :
C=(X2=X+1)7=i%=(X?=X+(1-1))(X* =X +1+i)
11 suffit alors de chercher les racines de chacun des deux

trindme du second degré.
Factorisation. C = (X? = 2X +2)(X? +1)

c)

o | a) On cherche les racines complexes de A puis on regroupe
les facteurs conjugués :
* Racines complexes de A : Ce sont les racines 2n¢ de
I'unité & savoir les e pour k € [[0,2n—1]).
n—1
e Factorisation A= (X —1)(X + 1)]_[(X2 ~2cos KEX +1)
k=1
b) On cherche les racines complexes de B puis on regroupe
les facteurs conjugués :
* Racines complexes de B : Ce sont les racines 2n+1¢ de —1

a savoir les ¢/% avec ) = 5T+ i;f? pour k €0, 2n].
n—1
* Factorisation B= (X + 1)]_[(X2 —2cosO0r X +1)
k=0

c) On cherche les racines complexes de C puis on regroupe
les facteurs conjugués :
* Racines complexes de C : Ce sont les racines n¢ de e*'0 a

0 2ikm

savoir les e*' "7 pour k € [[0,n—1].
n-1

(XZ—ZCOSWX+ 1)
k=0

e Factorisation C =

3 | Constater que 7 est racine double.
D est a coefficients réels donc —i est aussi racine double.
Ainsi P est divisible par (X —)%(X +)? = (X* +2X? +1).
En posant la division
P=(X*+2X2+1)(X?+ X +1) = (X =)’ (X +i)*(X*+ X +1)

4 | Calculer P” : ses racines sont +2i.
On constate que 2i est aussi racine de P et P’.
La forme scindée de P est P = (X —2i)?(X —z) et on peut uti-
liser les relations entre coefficients et racines pour calculer
z (la somme des racines est nulle). On obtient z = —6i.

5 | 1. On cherche les racines complexes de P puis on regroupe
les facteurs conjugués :

. ;T ;T
* Racines complexes de P : ¢*%'5, ¢*81%

e Factorisation

) 4 8
P =(X2-2cos §X+1)(X2—2cos §X+1)(X2—2cos §X+1)

2. Notanta:cos%,ﬂ:cos% et)/:cos%—(
Q=X-a)X=p)(X=7)
=X —(a+B+y)X? +(ap+ray+py)X—afy

Il s’agit de calculer explicitement les valeurs de :
oo=a+p+y, oy=af+ay+py et oz=apy
Pour cela, développer le membre de droite dans 1’égalité :
X0+ X341 =(X?=2aX+1)(X?-2BX+1)(X> =2y X +1)
et exprimer les coefficients de X>, X* et X3 en fonction
de 0y, 0y et 03.

6 | 1. Pestdedegrée.

2. Utiliser 1+ j+j2=0. et j aussi.

3. On constate que j est racine double.
P est a coefficients réels donc j2 est aussi racine double.
On constate que 0 et —1 sont aussi racines.
On dispose des 6 racines de P, son coefficient dominant

vaut 7 :
P=7X(X+1)(X =)} (X -/ =7X(X+1)(X>+X +1)*

7 | Par l'algorithme d’Euclide : AAB =X -2.

g | Par l'algorithme d’Euclide étendu on trouve :

_x2_
AX+2+B X 2X+1=
5 5

1

9 | * SiAAB=1, montrer que A+ B est premier avec A et avec
B (pour I'une des trois méthodes usuelles).

* Si (A+B)AAB =1, on peut montrer que AA B =1 par
exemple a l'aide du théoreme de Bézout ou en montrant
que A A B divise 1.

Ecrire C = QB puis utiliser le lemme de Gauss pour mon-
trer que A divise Q.

10

1. Par contraposition, si a € C est racine de P d’ordre au
moins deux alors X —a divise P et P’.

2. Par contraposition : si P AP’ # 1, alors ils possédent un
diviseur commun R € C[X] de degré au moins 1.
Une racine complexe de R (il en existe d’apres
d’Alembert-Gauss) est une racine de P d’ordre au moins
2.

Supposer que P divise AB et ne divise pas A et montrer que
P divise alors B en appliquant le lemme de Gauss.

* i) = ii) Factoriser A et B par D = AAB puis former une
combinaison linéaire nulle a partir de ces factorisations.

e ii) = i) Procéder par l'absurde et utiliser le lemme de
Gauss pour montrer que A | V.

Factoriser A et B par AAB puis diviser la relation de Bézout
par AAB.

14

15| 1. Comme pour l'arithmétique dans Z, il y a trois possibi-
lités :

» Option 1. Ecrire une relation de Bézout entre P et Q
pour en déduire une relation de Bézout entre P +iQ
et P—iQ.

* Option 2 A l'aide de la propriété de conservation :
«AANB=BAA-BQ» on parvient a transformer
P—iQAP+iQenPAQ.

* Option 30n pose D =P+iQAP—-iQ et on montre que
D | P et D|Q par combinaisons linéaires.



2. Par hypothése, (X —a)? divise P2+ Q? = (P+iQ)(P —iQ).
Utiliser alors le lemme de Gauss puis utiliser le lien
entre multiplicité et racine des polynomes dérivés.

k
16| 1. Factoriser P dans C[X]: P = /\I_I(X—zl-)’”f et observer
i=1
k
que PAP = l_[(X —z;)mi~1
i=1
2. Les deux ensembles sur lesquels P et Q coincident sont 21

disjoints, montrer que la somme de leurs nombres d’é1é-
ments est strictement supérieure a deg P (et a deg Q).

17! Réponses

8 13
Fi=1-
R S
-1 X+3
b) F, = +
) = T X2k
7 2 1
C) F3=4X-4+ - +
) Fs X+1 (X+1)2 X-1
2 -3 1 -Ix+3
d) F4=———+ - .
X X? X+1 (X+1)2 X?+1 29
3 7X-11
e) F5= + .
Vb= (X2 +4)2
n k(n
. (=" Go)
F=) ——.
18| Réponse Z ik
k=0 23
19 1 est pole double, les autres pdles sont les wy = e pour
ke[0,n-1].
La DES est de la forme :
n—1
ai az Pk
F= + +
X-1 (X—1)2 ;X—a}k
* La formule du cours « a = g((g)) » pour les pdles simples
Wk
d =—.
onne fj (wr—1)
1
* Le cache en (X —1)% donne a, = —.
n
* Pour ay, en multipliant la DES par (X —1) puis en retran-
1
chant —— on constate que
-1 | 24
()
a; =lim| —— -
x—>I\x"-1 x-1 o5

Or pour x#1:

(R S U U S & ISR A0Y
x"-1 x-1 x-1|nl n x—1
¥
k=0
) 1
ouf.«cn—>ni1
¥k
I 26
n
Ainsi aq = f/(1) = .
insi ay = f'(1) 2n

P
20 FestlaD.ES. de 0 ou:

n—1
. Q:HX—wkz}(”—l
k=0

e degP<n-1

(U2

k
— pour tout
L, P

P
Pour trouver P utiliser le fait que ,(wk) =
Q'(wy)
ke[0,n-1].
On trouve que P(wy) = wy pour tout k € [0,n—1]], ce qui
assure que P = X (raisonner sur le nombre de racines de

P-X).

Réponse F = :
éponse 1
1. La fraction F = —— La DES de F = —— est de |
. a rraction = . La e = ———- €S e la
XP(X) XP(X
1 g =
f : = —+ L.
OFME XPIX) T X 4 X-a
=

* Calculer a( par la méthode du cache.
* Calculer les a; pour i € [[1,n] en utilisant la for-

N . 1
mule du cours pour les pdles simples : a; = 0@
a;
ot Q(X) = XP(X).
2. Le résultat découle de ce que xF(x) = 0.
X—>+00
k
Considérer la fraction F = -
koL K
Sa DES est donnée par : 7= L Xoilz,- ou a; = lez)

Le résultat découle de ce que xF(x) = 0.
X—+0o0

1. La résolution de l’équation cos(nf) = 0 d’inconnue
0 € R permet de trouver n racines distinctes de la forme
cos(0y),...,cos(0,_1) pour T,. Ce sont les seules puisque
degT, =n.
La DES est donnée par :
1 = ag
T, ZX —os Oy
k=0
1

Ty (cosOy)
Pour calculer T, (cos 0y ), dériver la relation vérifiée par
T,.

ou qy =

(2k+1)7
2n
(2k+1)mt ~

2n

-1 k s
1 1% (-1)*sin
Solution : — = — )
T, n

k=0 X —cos

a) Utiliser la DES
X

On trouve :

2 1
X+1 X+2°

iliser la DES ——————
b) Utiliser la SX(X+1)(X+2)

1 1
+
n+l n+2

1
X

On trouve: T,

1
2

1 1

(X-a)(X-b) a-b
. (=1)"n!

fh=x a-b
1

(x=1)(x+1)

11 suffit d’appliquer le résultat de la premiere question

aveca=1i,b=—iaurangn—1

a) Utiliser la DES

(v x3)
X-a X-b

((x—iz)”“ B (x—i)”” )

On trouve :

b) Arctan’=fou f:x



Arctan™ : x >

(-)=tn-1)y 1 1
2i ((x—i)” _(x+i)”)

c) On cherche les racines complexes de P :

Ce sont les solutions de I’équation (z+1)" = (z—1i)", exer-

cice classique sur les nombres complexes.
kn
n

: s
sin =

les racines sont toutes réelles donc P est scindé sur IR :
n

P= AI_[(X —z)
k=1

Les racines sont les z; = pour ke[1l,n—1].

ou A est le coefficient dominant de P, a savoir le coeffi-

cient de X"1.
En développant (X +1)" et (X —i)" on trouve A = 2ni.

d) Il suffit de réduire au méme dénominateur dans l'expres-

sion trouvée au b) :

(=)' (n-1)! P(x)
2i (x2+1)"

il reste alors a injecter la factorisation de P.

Arctan™(x) =

27| Réponses
10 1 -X+1

a)e D.ES: - N _
) (X2+9)(X+1) X+1 X2+9

1 1
o Intégrale. I(x) =In(1+x)— 5 In(x*+9)+In3+ 3 Arctan g

* Limite.  I(x) S 6 In3
b)e Intégrale. En posant u = t> dans I'intégrale :
2
x -1 3
I(x)=1 ( )_ 2
W=l ay) s
e Limite. I(x) — —In—.
X—+00 5
2X+1 -X+2 X-1
c)e D.ES:

= + .
(XZ+1)(X2+X+1) X2+1 X2+X+1
o Intégrale.

1 1
I(x)= —Eln(l +x?%) + 2 Arctan x + Eln(l +x+x7%)

- \/gArctan( 2etl )+ ‘/gz
\/5 6

TC

Nes

25 4 5 —-4X+7

I(x)

X—+00

e Limite.

d)e D.E.S:

= + +
(X+1)3(X2-2X+2) X+1 (X+1)2 X?2-2X+2
o Intégrale.

5
I(x)=4In(1 +x)—m—21n(x2—2x+2)+21n2

3
+3Arctan(x—1)+Tn
9
e Limite. I(x) — 21n2+—T(.
X—+00 4
28| Réponses
Xx# 12X +5
a)s DES: —— 2 —X2_2X-14—tt>
X?24+2X+5 X24+2X+5
. -X3 2 2 7 X
. Przmztzve.xH?—x —x+6In(x +2x+5)—§Arctan
6 1 1 2
b)e D.E.S: = - - .
) X44X2-2 X-1 X+1 X2+2
x—1 A
e Primitive. x — In Y—‘—\/EArctani
x+1 \2

3X 1 X+1
c)e D.ES: =— + .
) X3+1 X+1 X?2-X+1
e Primitive.
1 2 2x—1
x> =In|l + x|+ = In(x —x+1)+\/§Arctan
2 V3
d)e D.E.S
X3 1 11 11 11

(XZ-1)2 2X-1 4(X-12 2X+1 4(X+1)?2

e Primitive.

*cn—)lln|ﬂcz—1|—l ! +l !
’ 2r 4x—1 4x+1
e) -
29| Réponses
COs X dt
a)e Changement de variable : [ = P
0 _
1 1 1 1 1
d DE N = — - — .
S X2-1 2X-1 2X+1
1 1—cosx
o Intégrale. 1= =1 (—)
negrate 2 n 1+ cosx
b)
1
2 4dt
c)e Changement de variable : | = j —_—
o (1-12)?
4 1 1 1
i DES . = - + + +
(1-X2)2 X-1 (X-1)2 X+1
1
(X+1)2

4
» Intégrale. I =1n3 + 3

n
30! 1. Ecrire P?(t) = ZaktkP(t) dans l'intégrale.
k=0
1 .
2. Remarquer que F(i) = j t'P(t)dt pour tout i € [1,n].
0
3. Vu les poles, le degré et les zéros trouvés pour F, sa mise
au méme dénominateur est de la forme
MX=1)...(X=n)
(X+1)...(X+n+1)

Par la méthode du cache: ay=(-1)"A(n+1).
1

P(t)dt.

Reste a exprimer A en fonction de J-

0

1

Pour cela, remarquer que J P(t)dt = F(0).
0

P'(1)
P(1)

n—1
31| Considérer P = ZX" et calculer
n-1°°

Réponse :

32| Siay,...,a, sont les racines (toutes réelles) de P de multi-

’
plicités my, ... my le cours donne : T =
i
P’P—(P')? m;
I1 suffit d’évaluer 'expression en x € R (en traitant a part
le cas ou x est une racine de P, cas pour lequel le résultat
demandé est immédiat)

mi
X—a,-
1

En dérivant :

Pl
33| Procéder par l'absurde. En évaluant 7 en 0 il est possible

4
de montrer que — < —n.
a0



