Dérivation

Dérivabilité, calculs de dérivées 1

*

Exercices

1] Soit f : R > R, convexe et dérivable. On suppose qu’il

existe a € R tel que f’(a) = 0. Montrer que f posséde un

1 | Soient f,g:R — R, dérivables en a € R. Que valent : minimum en a.
* _ — —
a) lim flaxx)-fla=x b) lim fx)gla) ~ fla)s(x) 12| Soit f : I — R, convexe et dérivable sur un intervalle I.
x—>0 X X—a X—a Sokok 1
| Montrer que f est de classe " sur I.
- . f(22) - f(x)
2 | Soit f: R — R, continue en 0, telle que X 30 (13] Trouver toutes les f : R — R telles que pour tous réels x, v
3% Montrer que f est dérivable en 0. ok Flv)-fx)
distincts : min(f(x),f(y)) <——< max(f(x),f(y))
3 Soit f : x > VxArcsinx définie sur [-1,1]. y==
b . PR . 14| Soit f : R — IR, continue telle que pour tout x € R, la limite
Etudier la dérivabilité de f : h L
a) Sur |-1,0[U]0,1] b) En 0 c)Enleten-I flx) = }lirr(l) flas )2—hf(X— ) existe et est finie.
4 Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine Montrer que si f > 0 sur R, alors~f est croissante sur RR.
%13 de définition de f et étudier sa dérivabilité. Indication : Commencer par le cas oti f > a pour un certain a € R}.
a) fix>xV2x—x2. b) f:xe> (x?—1)Arccos(x?). m Calcul de dérivées successives
1 . PSR
2ain( L : 0 15 Soit n € IN. Calculer la dérivée n¢ de :
¢) fixm|dx=2)] d) fixe ©sin(Z) sive o , 1—x ,
six=0 a) x> (x“+x+1)e* b)me c) x> x“(1+x)"
16 Calculer les dérivées successives de f : x — e*V3 cos x.
5 Dans chacun des cas, déterminer le domaine de défi- s
* it |
nition de f, étudier sa dérivabilité et calculer f’. 17 Pour n E N* et x € R, on pose :  f(x) = x™ L Inx.
a) f:x > |Arctanx]. b) f x> x|l *T Calculer £,")(x) pour tout n € N* et tout x € R..
c) f:ix> Vx2—x3. d) f:x VxArctanx.
1 18 On note f la fonction x > Vx2 -1 sur ]1,+oo[. Mon-
e) fixm xsm(;) six#0 f) fixo VI-x2 *T trer que pour tous x > 1 et n € IN*: (=1)""1 f(")
0 ix=0
st . 19 Soit n € IN*. Trouver toutes les fonctions n fois déri-
) fix|Inx]| h) f:x— ata u
9/ o /s x[+1° vables de R dans RR telles que Z(Z)f(k) =0.
i) x> Vad —3x%+ 243 i) f:x+ Arctan(vx). k=0
20 On considere la fonction f : x — e définie sur R.
. 1 . P " *ok
6 On considere la fonction f : x — x* définie sur RY. 1. Montrer que pour tout n € IN, il existe une fonction po-
*.%a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. P, (x)
lynome P, tell : VxeR, —
b) Ce prolongement est-il dérivable sur R, ? ynome &n tefle que * ) = (14 x2)n+l
. 2. Pour x € Rsimplifier 'expression:  (1+x%)f’(x)+2xf(x)
7 Soient f:I >R, m:I >RetM:I > Retael telsque: .. . .
B En dérivant n fois 'expression obtenue, montrer que
* Auvoisinagedea: m(x)< f(x)<M(x) pourtousn>letxelR:
. m(a) = f(a) = M(a) Pai1 (x) + 2(n + 1)xPy (x) + n(n+ 1)(1 + x*)P,q (x) = 0
* metMsontdeérivablesenaet: m'(a)=M'(a). 21 Soient a,b,c € R% tels que a < b < c. Trouver toutes les
Montrer que f est dérivableenaet: f’(a) =m’(a) = M’(a) *** fonctions f : R — R de classe € telles que :
VxelR, f(ax)+ f(bx)+ f(cx)=
g  Soit f : I — IR. On suppose qu’il existe k € R, tel que : . . _— —
* 4 2pp d +3/2 1 m Variante ' de la limite de la dérivée
Y(x,v)el”, |f )|Sk|x—y|
Montrer que f est constante. 22 Montrer que la fonction f : x — x?Inx définie sur R%.
*% se prolonge en une fonction de classe ¢! sur R, .
9 On considere la fonction f : x > x+Inx sur I =]0,+oo].
.01, Montrer que f gst une bijection de I sur un intervalle 23 Montrer que la fonction x > Arctan(l " iz)
que 'on déterminera. S . . 1 x
o . définie sur R* se prolonge en une fonction " sur R.
2. On note g la bijection réciproque de f. Montrer que g est
de classe € sur R et vérifie: VyeR, ¢'(y) = 8) On considére la fonction f : x 7Y sur R}.
1+8(v) % 1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. M , il exi foncti -
10] Soit £ :[0,1] — R, dérivable, telle que £(0) = 0 et - ontrer que pour tout n € N, il existe une oncltlonlpo
*AK Vxe[0,1], f(x)>0 lyndme P, telle que : Vx>0, f(x)= Pn(;)e_E
Montrer qu'il existe k>0 tel que: Vx€[0,1], f(x)>kx. 3. Montrer que le prolongement en 0 de f est de classe €

f)
=

Indication : Considérer la fonction g : x +—

sur R,
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= Théoréme de Rolle 35
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Soit f : [0,1] — R, dérivable, telle que f =1et
f(1) = e. Montrer qu’il existe x € ]0, 1] tel que f’(x f( X)

Soient a,f € R: et f :[0,1] — R une fonction déri-
vable telle que f(0)=0 et f(x)>0 pour tout x€]0,1].
) ﬁf (1-0)
Tl a0

Soit f :[0,1] > R, dérivable, telle que f(0)= f(1)=0

et f'(0) =
1. Montrer que la dérivée de g: x > == f( ) gannule sur 10,1[.(37
Indication : On pourra prolonger g par contlnuzte en 0. XA

Montrer qu'il existe ¢ € ]0, 1] tel que :

2. En déduire qu’il existe un point autre que l'origine en
lequel la tangente a ¢ passe par l'origine.

Soit a,b,¢,d €R. Montrer que 1’équation d’inconnue x :

6

x0+ax3>+bx?>+cx+d=0 aau plus quatre solutions dans R 38

*

Soit n € IN¥, aq,...,a, € R deux a deux distincts et I

39
*
Ay,..., A, € R*. Montrer que la fonction f, : x > Z/\kA“k !
s annule au plus n—1 fois sur R. k=1 *40
Soit f :[a,b] = R une fonction # fois dérivable (n > 1) |
telleque:  f(a)= f(a)=...= f" V(@) =0 et f(b)=0. 1!

Montrer qu’il existe c € Ja, b[ tel que: " (c) = 0. '

42
Soit f:IR; — R, continue sur R,, dérivable sur R} telle *
que limf = f(0). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que f’(c)=0
m  Rolle : la ruse de la fonction auxiliaire
Soit f :[a,b] — R de classe €. On note d la fonction
affine qui prend les méme valeurs que f en a et b.
. . 43
1. Soit x € ]a, b[, fixé. bl
a) Trouver un réel A pour lequel la fonction
. (t—a)(t-b) :
(p.tHf(t)—d(t)—fA s’annule en x. a4

b) A l'aide du théoréme de Rolle montrer qu'il existe *¥
x—a)(x—b
cela,b[tel que: f(x)—d(x)= L2(*)f"(c)
2. Soit M un majorant de |f”| sur [a, b].
_ 2
Montrer: Vxe[a,b], |f(x)—d(x) < (b-a) M.
8 45
Kok
Soit f : [a,b] — R de classe €"*!.
1. Trouver un réel A pour lequel la fonction
. (YOG ) Ay
@t f(b) (; U R eI
s’annule en a.
2. Calculer ¢’(t) pour tout t € [a, b]. *‘16

3. En déduire qu’il existe un réel c € ]a, b[ tel que :

% L) e
_Z k' T 9 !

Soit f : [0,1] — R une fonction de classe €* telle que :
f(0)=f’(0) = f(1) = f’(1) = 0. Montrer que pour tout

f9()
sz(l —X)2

x€]0,1[,il existec€]0,1[ tel que: f(x)=

Soit f: R — R de classe €" (n>1).
On suppose que f s’annule en n points distincts ay,...,4a,.
Soit x € R distinct de ay,...,a,. Montrer qu’il existe ¢ € R tel

f"()

n!

que: f(x)=(x—ay)...(x—ay,)

Soit f : R — IR, deux fois dérivable. Soient a4,b,c € R

K tels que a < b < c¢. Montrer qu'il existe d € R tel que :

f(a) f(b) flop 1,
@-ba-0  T-aw-0 t-ac-p 2/ @

m Accroissements finis

Soit f : [0,1] — R, dérivable, telle que f(0) = 0 et

f(1)=1. Montrer qu’il existe nréels 0 <cy <---<c,_1 <1
n-1

tels que Zf’(ck) = n. Indication : considérer les réels & = pour
k=0

k e [0,n].

Etablir: Vx,p>1, |1n1+x)—1n(1+y| 2|x y|

Etablir: Vx>0, < Arctanx < x.

X
1+x2
Soit f : R — IR, dérivable. Montrer que pour tout x € R, il
existe c > 0tel que: f(x)—f(=x)=x(f"(c)+ f'(~c)).

. . 1 1
Etudier la limite en +oco de (x + 1)exT — xex.

La constante d’Euler 1 k+1 1
1. Montrer que pour t,?ut keN*: 1 < ln(T) < T
1
2. Onpose: u,= (Zz)—lnn pour tout n > 1
k=1 n+1
a) Montrer que pour tout n € N*:  u, > ln( p )
b) Montrer que (u,),cN+ converge.
Soit f : IR} — IR, dérivable, telle que :  f’(x) =2 0.
X—>+o0
. )
Montrer: — — 0.
X X—+00
Soit b e R; et f:[0,b] — R de classe ¢! telle que f(0) =

1. Montrer que pour tout a € ]0,b], il existe ¢ € [a,b] tel
’ 2 ’ 1 7
que: f(c)= 5/ (a)+ < '(b) N
2. Montrer qu'il existe c€]0, b] tel que f’(c)= W
Soit f:IR% — IR, convexe, possédant une limite finie en +oco.
1. Montrer que f est décroissante.
2. On suppose f dérivable sur R.

a) Montrer que f’'(x) — 0.

X—+00
b) Montrer que ce résultat n'est plus valable si f n’est
pas supposée convexe.

Soient f : [a,b] — R, dérivable.

1. Soit y € R strictement compris entre f’(a) et f'(b). Justi-
fier que la fonction ¢ : x = f(x) —xp n’est pas injective.

2. En déduire que f’ prend sur la,b[ toutes les valeurs
strictement comprises entre f’(a) et f’(b



