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Limites et continuité
m Etude de limites

Soit ¢ € R, et f : R, — IR une fonction bornée telle

que: f(x+1)—f(x) N L. Montrer que ¢ = 0.

Etudier la limite de f au point considéré :
a) f:xr—>\/x2+3x—4—\/x2—4x+2, en +oo

b) f:xr>x?—Vxt—3x+2, en+oo
2

x
d) f:xi_)ln(e"+1)

c)f:x»—>(1+x)%,en0 , en +oo

1
X

e) f:xr—><lnTx)’,en+oo

f) fix xln(sinx), en 0%.

Etudier la limite de f au point considéré :
xcos(e¥)

1
a) f:xsin(—)e““ Y en + b) f:x+— +
) f sm(x) en +oo ) f i1 en +oo

c) f:x (Inx+cosx)’ en +co

X+ Arctanx
——————en +oo

d) fixe
[x]

en 0F

e)f:x»—>|'iJen+oo f) fix—

Etudier, en fonction de la valeur de 4 € R, la

limitede f:x+ x(a+sinx) en+oo

Montrer que f n’a pas de limite au point indiqué.
1
a) f:x|—>cosxcos(;) en0 b) f:xx—|x]en+oo
ol
LxJ*

C) fixm en +co

Soit f : R, — %, croissante, vérifiant :
f(2"x)
f(x) X—+00

flex)

(x) x—>+o0
f(ex)

f(x) x—=+eo

1. Montrer: VnelN,

2. Montrer: Vce]l,+oo],

3. Montrer :

Yce]0,1],

Soit f : Ry — R telle que :
flety) 2 flx)+ f(v)

* il existe M € R, tel que pour tout x e R, :

(x)

Montrer que x fix)
X

m Etude de continuité

Soit n € Z. Etudier la continuité au point n des fonc-
tions:a) f:x > (x—[x])? b) g: x> |x]+ (x—|x])?

* pour tous x,v € Ry,
If ()] < M.

posseéde une limite en 0 et en +co.

Justifier la continuité de f sur son ensemble de
définition puis étudier ses éventuels prolongements par
continuité aux bornes :

a) fixr " Arcsin(1 — x)

b) f:xi>

1-x
c) f:stin(X)Sin(%) d) fﬁxHeXP(ml?fl)

Exercices

10 Soient f,¢ : R — R deux fonctions continues.
Montrer que la fonction M : x — max(f(x),g(x)) est conti-
nue sur R. Indication : On pourra commencer par trouver une ex-

pression de max(a, b) en fonction de |a—b| pour tous a,b € R.

11 Soit f : R — R telle que :
#5F o pour tous réels a,b tels que a < b, f([a,b]) est un segment.
* pour tout p € R et toute suite (x,),en convergente d’anté-
cédentsdev: f( lil}_l Xp) = V.
n—-+oo
1. Montrer que f est continue sur R.

2. Donner un exemple de fonction non continue sur R et
vérifiant la premiére propriété.

12 On définit f : R —» R comme suit :
5% e pour tout xe R\Q: f(x)=0.

* pourtouspeZetqeN"telsquepAg=1: f( ):
Quels sont les points de continuité de f?

m Continuité ponctuelle

Soit f : R} — R, continue.

P
q

| =

13
* On suppose que pour tout a > 0, la suite (f(na))nelN* est
croissante. Montrer que la fonction f est croissante.

14
E 1. Soit f : R — R, continue périodique et non constante.
Montrer que f posséde une plus petite période. On rap-
pelle qu’une période est par définition strictement postitive
2. Trouver un exemple de fonction périodique non
constante sur R et n‘ayant pas de plus petite période.
15 Soit f : R — R une fonction 1-lipschitzienne. On pose :
*okok

A={xeR | f(x)=x)

. Montrer que A est un intervalle.

. On suppose A borné et non-vide. Montrer que A est un
segment.

m Equations fonctionnelles - continuité ponctuelle

1. Soit xg € R. On définit la suite u par uy = xq et,

N =

pour tout n €N, uy,,1 =e" — 1. Etudier la convergence
de u en fonction de xg.

2. Soit h: R — R, continue en 0, telle que pour tout x € R:
h(x) = h(e*—1). Montrer que h est constante sur IR_.

3. xx* Montrer que h est constante sur R, Indication : Consi-
dérer la bijection réciproque de x — e* — 1 de Ry sur Ry.

Trouver toutes les fonctions f de R dans IR, conti-
nues en 0, telles que pour tout réel x:  f(2x) = f(x).
Indication : Considérer la suite (gin)nzo et utiliser la caractérisation
séquentielle de la continuité.

17

ok

Trouver toutes les fonctions f : [0,1] — R conti-
nues telles que : f(0)= f(1) et Vxe[0,1], f(x?) < f(x)

N ool

k
k=1 2
pour tout réel x et tout entier naturel #» non nul

2. Trouver toutes les fonctions f : R — R, continues en 0,
telles que: VxeRR, f(2x)=f(x)cosx.

18

*k

X

1
1. Etablir : ) = —sinx

sin( o




21

22

*k

25

*k

26

*k

27

*k

28

*k

m Equations fonctionnelles - continuité globale

Soit f : R — R, continue, telle que : ,,29
— f( y) f(x);f(y)
k k k k
1. Montrer : f((l_ﬁ)x"_ﬁ )S(l—ﬁ)f(x)+ﬁf(y) *30
pour tous x,v € R, tout n € N et tout k € [0, 2"].
31
2. Onpose: A= ;—n;neN,ke[[O,Z”]]}. Aokhk

Montrer que A est dense dans [0,1]

3. En déduire que f est convexe.
32
On cherche toutes les fonctions f : R — R, conti- **I*
nues et telles que :
33
+f()

VxyeR f( y) f(»c)2

1. On suppose que f est solution du probléme.
Montrer que la fonction g : x — f(x)— f(0) vérifie :
Yy eR,  glx+y)=g(x)+g(v)
2. Déterminer toutes les solutions du probléme.

34

*k

1. Déterminer toutes les f : R — IR, continues, telles que :

Yoy eR flx+y)=f(0)f ()
2. Déterminer toutes les f : Ry — IR, continues, telles que :

Vx,p e, f(W =f)+f(v)

m Problémes d’existence de solutions

Soit f: [0,+oo[ — IR, continue et positive. On sup-| 35

M—)f. T

fla)=a.

pose qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que :
Montrer qu’il existe a € [0, +o0[ tel que :
Soit f:[0,1] — R, continue, telle que f(0) = f(1).

1. Montrer que I'équation f(x) = f(x+ %) admet au moins

une solution.
2. Soit n > 2. Montrer que I'équation f(x) = %) d’in-
connue x admet au moins une solution.

o "k L1y gk
Indication : Calculer Y f(%+5)—f(5).
k=0

flx+

36
Kok

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [0,1]
telles que f([0,1]) € g([0,1]). Montrer qu’il existe x € [0, 1]
tel que (%) = g(x)

Soit f : R — R continue et décroissante. Montrer que
f admet un unique point fixe.

Soit f : R — R continue. On suppose qu’il existe
n>2tel quela fonction fo---of (nfois) possedeun
point fixe. Montrer que f posséde un point fixe.

Existe-t-il une fonction f : R — R, continue
telle que pour tout p € R, I’équation f(x)
x € R posséde exactement deux solutions?

=y d’inconnue

m Théoréme des bornes atteintes

Soient f, g :[a,b] = R deux fonctions continues telles que
pour tout x € [a,b]:  f(x) < g(x). Montrer qu'il existe m > 0
tel que pour tout x € [a,b]:  f(x)+m < g(x).

Soient f, g: R — R telles que f est bornée et ¢ conti-

nue. Montrer que f o g et g o f sont bornées.

Soit f :[0,3] — R, continue, telle que :

x+1 x? .
Vxe[0,3], f( )+2f(?+1)+f(2+s1nx) =5f(x)+2
Montrer que f est constante.
Soit f : [0,+00[ — R continue telle que :  f(x) Tt

Montrer que f admet un minimum sur [0, +ool.
Soit f : R — R continue, surjective pour la-

e quelle f‘l({y}) est une partie bornée de R pour tout y € R.

1. Montrer qu’il existe M > 0 tel que :
* Oubien: f <0sur]-co,—M] f>0sur M, +oo|
e Oubien: f>0sur]-co,—M] f <0sur M, +oo|

2. En déduire que f possede des limites infinies en +oo et
—co0, de signe opposé.

et
et

Soient f,g:[0,1] = R, continues.

M(x) = sup (f(t)+xg(t)).

te0,1]

1. Montrer que la fonction M est bien définie sur R et
que pour tout x € IR, il existe t, € [0,1] tel que M(x) =
flte) +xg(ty).

2. Montrer que pour tous x,7 € R: M(x) <

Pour tout x € R, on pose :

M(y)+g(t)(x-p)
3. En déduire que M est lipschitzienne sur R.

Soit f:[0,1] > R positive et continue Pour tous n >

Z Zf o

1. On suppose que u,(x) n—+> f ) pour tout x e [0,1].

letxe[0,1], on pose u,(x

Montrer que f est nulle.
2. On suppose que v,(x) = f(x) pour tout x € [0,1].
n—+oo

Montrer que f est constante.

m Suites implicites

Pour tout 7 > 2, on note f, la fonction x > x" +x? — 1.
1. Montrer que pour tout n > 2, I'équation x" + x% = 1 pos-
séde exactement une solution dans [0, 1], notée x,,.
2. Montrer que (x,,) est croissante. Indication :
pour tout n € IN, fuy1(x,) <0.

Montrer que

3. Montrer que (x,) converge et déterminer sa limite.

Pour tout n > 3, on note f, la fonction x > x" —nx+ 1.
1. Montrer que pour tout n > 3, I'’équation x” —nx+1 =0
d’inconnue x € R, posséde exactement deux solutions
ay et B, tellesque 0 <, <1< fy,.
2. Montrer que (a,) converge et déterminer sa limite.
3. Avec la formule du bindme montrer que pour tout n > 3 :
f(1+ == 2 —=)>o.

\/_

ver sa limite.

En déduire que (S,) converge et trou-



