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Rappels et compléments sur les fonctions

m Calcul de dérivées (corrections sur le site) 7 | Soit f : R — R une fonction périodique et croissante.

Cet exercice est destiné a ceux qui souhaitent s’entrainer
en autonomie au calcul de dérivées. Les corrections sont sur le
site.

Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la

fonction f sans se soucier des ensembles de dérivabilité :
a) fixm (B+x—2)4 b)f:XHﬁ.
c) f:xe In(nx). d) fixe ii
cos X In(x*)
e) fixr ———. f) f:x> .
/ Vsinx +2 / X
1
e InV3x+7
g)f:Xl—>x2_1. h)f.x|'—)4_—xz,
i) f:x— (coszx+ %)sin 2x. ) f:x e In(In(Inx)).

k) f: x> Va2 +6x-1.

2
X - sin(ln(l + —))
X
m Généralités sur les fonctions

) f:

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer
I’ensemble de définition de la fonction f.
a) fixr 1+x b) fixr> In(1 —1Inx)
I-x 4—(x-3)?
. — Vinx
C)f:x»—>Ve*+2€x—3 d)fxl—)m

. Dans chacun des cas précédent, déterminer un ensemble
sur lequel f est dérivable

Soit o € R.
1. Montrer que la fonction x > cosx + cos(ax) est pério-
dique si et seulement si a € Q.
. Méme question avec x > sinx + sin(ax).

On consideére la fonction f : x > In(Vx? + 1 —x).
1. Déterminer 'ensemble de définition de f.
. Montrer que f est impaire.

m Plus abstraits

Pour chacune des affirmations suivantes indiquer si elle est
vraie ou fausse en justifiant votre réponse :

1. La fonction inverse est décroissante sur R*.

2. Le produit de deux fonctions croissantes positives est
une fonction croissante.

3. Le produit de deux fonctions croissantes est une fonction

croissante.

Soit f : IR — R telle que f o f est croissante et fo fo f
est strictement décroissante. Montrer que f est strictement
décroissante.

Soit f : R, — IR, telle que pour tout x € R,, f(x)ef™) = x.
Montrer que f est strictement croissante.
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Exercices

Montrer que f est constante.

= Raisonnements par analyse-synthése

On cherche I'ensemble des fonctions f : R — IR telles

que: VrxyeR  f()f()-flxy)=x+y.
1. Analyse. Soit f une solution du probléme.

a) Montrer que f(0) =1
b) En déduire:VxeR, f(x)=x+1
2. Synthése. Conclure.

Trouver toutes les fonctions f : R — R a la fois
convexes et impaires.

Déterminer toutes les fonctions f : IR — R telles que :
Vx e, fx)+xf(l-x)=1+x

VxyeR  fv-fl)=2-x-y

N =

1. Trouver toutes les fonctions f : IR — R dérivables telles
que f(0) =0et f(x+v) < xv+f(x)+f(y) pour tous x,v € R

2. Existe-t-il des fonctions continues mais non dérivables
qui satisfont les conditions précédentes?

m Etude de fonctions

Dans chacun des cas suivants,
étudier la fonction f (commencer par réduire le do-
maine d’étude dans le cas ou f est paire ou impaire) :

a)f:XHlnG*x) b) f:xtsxVI—x2 ¢€)f: x> x(1—¢)

Déterminer le nombre de solutions de 1'équation
(x—1)e*—ex+1=0 d’inconnue x € R.

1
1. Etudier la fonction f : x — % définie sur R;.
x

. En déduire, selon les valeurs de k, le nombre de solutions
de I’équation d’inconnue x : Inx—-kx=0.

. Résoudre cette équation pour k = In V2.

On considere la fonction f : x = Inx.

1. Pour tout a > 0, déterminer l'abscisse, notée g(a), du
point d’intersection de la tangente a ¢ au point d’abs-
cisse a avec l'axe Ox.

. Dans quel ensemble doit-on choisir @ pour qu’il passe
par le point M(a, 0) deux tangentes a 6.

On note ¢ la courbe représentative de la fonction
Inx
2
1 est le seul point en lequel la tangente a ¢ est parallele a
la droite d’équation v = x.

fixm de R dans IR. Montrer que le point d’abscisse

On considere une fonction f : R — IR, deux fois déri-
vable et telle que: Vx€eR, f”(x)+ f(x)>0.
Etant donné un réel x fixé, montrer que:  f(x+7)+f(x) > 0.
Indication : Etudier la fonction @ : t — f’(t)sin(t —x) — f (t) cos(t — x).
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*#%. n'est pas affine. Montrer que pour touta € R:

m Fonctions convexes

Inégalités de convexité

1. Montrer que f : x - In(Inx) est concave sur |1, +o].
2. En déduire: Vx,pe]l,+oo], ln(%) > 4/InxIny.

30

Etablir: Va,b,x,p € R%, (x+7)In 22 <xln> "+ n?
S R ju1731
Soient n>1 et ty,...,t, € R} tels que Zt =1.
i=1
Etablir: 0<-) t;Int;<Inn
Z | -
*
|
33
1. Vérifier que f : x > In(1 + ¢*) est convexe sur R. -
2. Soientn>1et xy,...,x, € R}. |
1 1 1 34
Montrer: 1+ (xy...x,)n <(L+x)n...(1+x,)n L
3. Soientn>1etay,...,a,by,...,b, e R:. |
1 1 1 1
Etablir : (ay...a,)7 +(by...b,)" <(ay+by)n...(a,+b,)" (35
*k
Soient a, 3,y les angles (non orientés) d’'un triangle.

Montrer que :
1 1 1 6 *x

1+sin/3’ 2+\/_ ‘
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Soit I un intervalle. Montrer que les fonctions a =
la fois convexes et concaves sur I sont les fonctions affines. 38

Soit f une fonction concave et strictement positive sur 3'

— +
1+sina 1+siny —

Etude de convexité

1
]—( est convexe. **I**
40
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un intervalle I. Montrer que

Soit f : R, — R telle que g : x — xf(x) est convexe.

1
Montrer que i : x — f(;) est convexe.

Propriétés des fonctions convexes *‘11*
Soit f une fonction concave et positive sur RR,.

Montrer: Vx,peR,, f(x+v)<f(x)+f(v)
Soit f:R— R

1. On suppose f convexe sur RR.
Soient a,b € R tels que a < b. Montrer que pour tout
u € R, la fonction ¢ : x — f(x) — ux, définie sur [a,b],
posséde un maximum en a ou en b.

. On suppose que f nest pas convexe sur IR.
Déterminer un réel y pour lequel le maximum sur [, b]
de ¢ : x = f(x)— pyx nest atteint ni en 4 ni en b.

Soit f une fonction convexe sur R. On suppose que f

fla=

)+f() o +00

m Fonctions trigonométriques

V6+v2
—
b) En déduire la valeur de x.

Soit x € ]0, 5[ vérifiant cosx =

a) Calculer cos2x.
i T
Que vaut tan 1 ? Calculer la valeur exacte de tan 3

Montrer que pour tout n> 2 :

N TN

I
Montrer que pour tout x € [0, Z] :

ZCOS(%) = (n—1 symboles /")

4x
x<tanx < —.
T

Résoudre les équations d’inconnue x € -7, 7] :
a)sinx+sin2x=0. b)cos3x—cos2x=0.

Résoudre les équations d’inconnue x € R
a) cosx—V3sinx =0 b) V6cos2x+ V2sin2x = -2.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R

a) sinx +sin5x = V3cos2x  b) cosx — cos 3x + cos 5x = 0.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R :
a) tan2x = 3tanx b) 2sin® x + sin?(2x) = 2.

|
=
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#

Montrer que pour tout t € [0, 7] : efsint <

5|

Montrer que pour tout O € R:  |cosO|+|sin6]| > 1.

Résoudre : cos®x +sin®x =1 d’inconnue x.
Existe-t-il une fonction f : R — R dérivable telle
que f’ soit continue sur R et pour tout x € R :

If (x)[ <2 f(x)f(x) = sinx

et

14
1. Calculer tan IR

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 13. On considere
n réels distincts x; < -+ < x,. Montrer qu’il existe

iefl,..., T TN 5 3.

n—1}tel que:
} 1 1+xx1+1



