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Rappels sur les inégalités

m Inégalités par récurrence

Soit x € [0, 1].
a) Démontrer: VnelN, (1-x)">1-nx
1
b) Démontrer: VYnelN, (1-x)"<
1+ nx

On définit la suite (u,),eN par ug = uy = 1 puis pour
toutneIN:  u,p = (n+1)(typq + ty).

Démontrer que pour tout n € IN*: (n=-1)!'<u,<n!
On définit la suite (u,),en par ug = 1 puis pour tout
nelN: Uy =ug+---+1u,.
Démontrer que pour tout n€IN:  u, <nl!
1 1
Montrer que pourtoutn>1: 1+— +T <24/n
n

ﬁ+...

Montrer que pour tout n >1:

\/_

(2n+1)Tn51+\/§+---+ n<(2n+2) "

o

Montrer que pour tous n > 1 et ay,...,a, € R} :
1 1
(a1+---+an)x(—+---+—)2n2
ai 2%

m Inégalités et opérations

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x :
X x+2 x+5
a) < . b) >1.
x+17 x+3 x2-1

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x :
a) V2x—-x2<x-1. b) x+Vx+1<5.
c) Vx2-3x+2<x-3.

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x :
x+1 (x—1)? (x-1)2 x+1
a) — —x< . b —x.
) Vi< 8 ) 8& T 2 v
1
Montrer que pour tout x € ]0,1[:  x(1 —x) < T
n
4
sdiirve - k(1 _ vk <« =
En déduire : E X(1-x)f< 3

k=0

Résoudre en fonction du parametre m € R 'inéquation

V1i+x2—-x<m.

d’inconnue x :

Soient a,b,c € R,.

% Montrer que :

(a+b+c)>+9abc>4(a+b+c)(ab+ac+bc)

Exercices
Inégalités et substitutions
13
"I 1. Montrer que pour tous x,y >0 : VX <Xy
. que p =0 )
2. En déduire que pour tous x,1 >0 :
BES PR
xt4p? 249 T ay
14 Soient a,b,c€R}.Onpose: s=a+b+c.
wohk x v
1. Montrer que pour tous x,7 >0 : §+;22.
1 1 1 11 1_9
2. Endéduire: a) —+—-+—>6-5 b)—+—-+->-
a b ¢ a b c s
5
*% 1. Montrer que pour tous x,y € R:  4xp < (x+)°.
2. En déduire que pour tous x,7,z2>0:
Xy xz 2 Sx+p+z
X+v Xx+z V+z 2
16
- ¥ y? x
1. Mont t ,0,2>00 —S+=52>2-
ontrer que pour tous x,7,z 7 3 -
2. En déduire que pour tous x,7,z>0:
2 22
p? z2 x? z x
m Valeur absolue
17 Soient x,p € R,.
*"a) Montrer que: X+9 <Vx++U
b) En déduire quesix>v: x—\U<X—V
c) En déduire que: |Vx— 7| < /|x-7]

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x :

8

-

1
a) |x—1|<2x+1|+1. b) x+—<|x+4|+3.
X

d) Vik—3[<x-1.

c) x> —4|x|+3>0.




m Partie entiéere

19 Soit n € IN. Montrer que : U\/ﬁ+\/n+1)2J:4n+1.
*

20

*¥.a) Montrer: VxeR,VkeZ, |x+k]=|x]+k

b) Trouver x,v € R vérifiant: |[x]+|v]#|[x+7]
c) Montrer que pour tous x,v € R:

L]+ vl <|x+y] <lx]+]y]+1

21 1. Soit x € R. On pose n = | x], exprimer en fonction
*
de n les quantités suivantes :
a) |lx—4] b) [2x—-1] Indication : Distinguer deux
cas suivant que x € [n,n+ %[ ouxen+ %,n+ 1[
2. Résoudre I'équation d’inconnue x: |[x—4]=|2x-1].
22 Résoudre I’équation d’inconnue x : [3x]=2-]x].
ok
23 Résoudre dans R I'équation : [‘sz +xJ =|x]
K Indication : Poser n=|x] et écrire: x=n+d ou: de[0,1].
24 Montrer que pour tout n € IN*:
\/n2+\/4n2+\/16n2+ 64n2+1|=n
, X x+1
25 Montrer que pour tout réel x : {— + { J =|x].
wkok 2] 2
Indication : Distinguer deux cas suivant la parité de | x].
Ex+k
26 Soit x € R et n € N*. Montrer que Z J =lx].
b g.0.0 4 k=0l
Indication : Considérer la division euclidienne :  |x]=nq+r
- . Lnx]
27 Soient n € N* et x e R. Montrer: |——=|=[x]
fmkd n
28 Soient n € N* et xq,...,x, € R.

% Montrer qu’il existe 7, € [0, n]] tels que 7 < j et un entier

m € Z pour lesquels : |x,~+1 ot x— m| <

n+1’

m Fonctions et inégalités

Démontrer que :
a) pourtoutx>1: Inx<yx
3

29

*
X .

b) pour toutx>0: X—Z§smx§x
2

X
c) pour tout x <0: 1—x+7ﬁe‘x

d) pourtoutne Nettout x>0: x™!'>(n+1)x—n.

| X

30 Montrer que pour tout x € R* : >x+e—2.
*kok

|
31 1. Montrer: VxeR;,¥YpeR, xy<xlnx+e L
Hokok

2. En déduire que pour tous x,p € R} et tout z € R :
xpz < xInx+ el 4 ylny 4 ¥yl 4 oL

32 Soit f : Ry — R, dérivable et telle que f’ est décrois-
7 sante sur Ry.Montrer:  Vx,peR,, f(x+)<f(x)+f(v).

33

Hokokok

I
34

b 20004

n.ok

x
Montrer que pour tousn € NetxelR, : ' > E o
k=0 "

Soient x,y € R} tels que x <y <1. Montrer que:

exlnx +eylny > eylnx+exlny

Qulenest-ilsip>17?

m Inégalité des accroissements finis

35 Etablir: Vx,p>1, |1n(1+x)—ln(1+y)|§%|x—y|
*

|
36 Etablir: Vxe[0,1], x<e*—1<xe"
*k

! 1
37 On considére la fonction f : x - 7 ST R,.

*k
1. Justifier 'existence de la suite (u,,),en définie par uy =1

puis U, = Tru, pour tout n € IN.
2. Calculer l'unique a € R, tel que f(a) = a.
3. Montrer que (u,) converge vers .
4. Déterminer un rang n explicite pour lequel u, est une
approximation de a & 107> pres.
38 On consideére la fonction f : x > cos(cos” x).
*.71.a) Montrer que [0, 1] est stable par f, et montrer que f
est @—lipschitzienne sur [0,1].
b) Montrer qu’il existe un unique a € [0,1] tel que
fla)=a.
2. On consideére la suite (u,),en définie par  up=0 et:
VnelN, u,,.q =cos(cos’u,)
Montrer que (u,),eN converge vers a.
39 On considére la fonction f:x+— 1+ isin(%).

*
T 1. a) Montrer que I'intervalle %, %] est stable par f et que

AL
1,7

b) Montrer qu’il existe un unique a € [%,%] tel que
fla)=a.
. Soit uy € R*. On consideére la suite (u,),en définie pour
tout n € IN par u,.1 = f(u,).
a) Justifier I'existence de la suite (4,)eN-

f est %-lipschitzienne sur [

b) Montrer que (u,),eN converge vers a.



