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Rappels sur les inégalités

a) Procéder par récurrence sur 7.
Pour I’hérédité, multiplier I'inégalité : (1 —x)" > 1 —nx
par 1 —x puis montrer que (1 —nx)(1 —x)>1—(n+1)x.

b) Procéder par récurrence sur n.

Pour I’hérédité, multiplier I'inégalité : (1 —x)" >
1+nx
1-x
>
T+nx ~ 1+(n+1)x
1-x 1

T+nx 1+(n+1)x

par 1—x puis montrer que en simpli-

fiant la différence :

pour montrer

qu’elle est positive.

2 | Procéder par récurrence double sur .

Pour I’hérédité, sommer les deux encadrements :
(m=1)!<u,<n! et nl<u,q <(n+1)

puis multiplier par (n+1): le terme central est alors u,,,
reste a montrer que le terme le plus a gauche est supérieur a
(n+1)! et que le terme le plus a droite est inférieur a (n+2)!.

Procéder par récurrence forte sur n.

Pour I'hérédité, sommer toutes les majorations :

up<0!, wu <1, ... et u,<n!

puis montrer que 0!+ 1!+---+n! < (n+1)!

pour cela on peut majorer tous les termes de la somme par
le plus grand c’est a dire constater que :

olsn!, 1l<n!, ... et n'<n!

Procéder par récurrence sur 7.

Pour I’hérédité, ajouter a I'inégalité :

n+1

1 1
I+ —+4-+—=<2vn
n

AR
<2v¥n+1 en simplifiant la

puis montrer que 24/ +
n+1

1
différence: 2Vn+1-—(24n+
e = (2 75

Pour simplifier Vn+ 1 —+/n, le plus simple est d’utiliser la
a-b

quantité conjuguée : Va— Vb =

Procéder par récurrence sur n.
Pour I’hérédité, il s’agit de montrer :

wl 2n+3 wl 2n+4
E Vk - Vn+1%0 et E Vi - Vn+1%0
k=1 k=1

3 3

Pour établir @, en « sortant » le dernier terme de la somme :

n+1 n
Y Vi- 2T =Y Vi et
k=1 k=1

3

Utiliser I'hypotheése de récurrence pour minorer la somme

puis simplifier Vn+ 1—+/n a l'aide de la quantité conjuguée : 1

a-b
AVE_'\[-— ;ﬁ;;fgi.

Procéder de méme pour la majoration @.

On peut procéder par récurrence. Pour I’hérédité on peut | 14

utiliser l'inégalité t + n > 2 (a démontrer) pour minorer
a aj .
chaque terme —2L + — pour i e [[1,n].
ai An+1

7 | Dans chaque cas, ne pas oublier de commencer par déter-

miner ’ensemble de définition de I’équation.

Ensuite utiliser le savoir-faire :
Ensembles des solutions :

a) J-oo,-3[U]-1,+00] b)[-2,-1[U]1,3]

g | a) Ne pas oublier de commencer par déterminer I’ensemble

de définition de I’équation.

Ensuite distinguer les cas x <1 et x > 1.
Dans le cas ou x > 1 utiliser le savoir-faire :
Ensemble des solutions : [1 + §,2]

b) Ne pas oublier de commencer par déterminer ’ensemble

de définition de I’équation.

Ensuite distinguer les cas x > 5 et x < 5.
Dans le cas ou x < 5 utiliser le savoir-faire :
Ensemble des solutions : [-1, 3]

c) Ne pas oublier de commencer par déterminer I’ensemble

de définition de I’équation.

Ensuite distinguer les cas x <3 et x > 3.
Dans le cas ou x > 3 utiliser le savoir-faire :
Solutions : il n’y en a aucune.

Ne pas oublier de commencer par déterminer I'ensemble
de définition de ’équation.
Dans chaque cas :

x+1

e Ecrire — /X comme un carré

* Dans l'autre membre factoriser : (x—1)% = (vx—1)*(vx+1)?

Ensembles des solutions : a) [1,+o0[ b) [1,+o00]

Pour montrer que x(1 —x) < %l :
¢ On peut écrire % —x(1 —x) comme un carré

* On peut aussi étudier les variations de x > x(1 —x).

n
Pour majorer kZO x¥(1 = x)k, élever la majoration x(1 — x) < i
. . . r k - .
a la puissance k puis calculer }_ (3)%, il s’agit d’'une somme
k=0
géométrique.

Distinguer les cas x < —m et x > —m.

Dans le cas ou x > —m utiliser le savoir-faire :

Pour isoler x, attention au signe de m lorsque l'on divise par
m : distinguer les cas m >0 et m < 0.

Solutions :

e Sim>0: [

2m ’

* Sim<0,iln’y a aucune solution.

+oo[

Considérer la fonction polynomiale P : x - (x—a)(x—b)(x—c)
et montrer que aP’(a)+ bP’(b) + cP’(c) = 0.

1. Observer que 0 < (Vx - y/7)%.

2. Appliquer 'inégalité de la question 1. aux réels x* et p?

et aux réels p* et x2.

y

L1, . res X A« s .
1. Réduire la différence — + =~ — 2 au méme dénominateur.
VX

2. Appliquer I'inégalité de la1.:
a) Auxréelsaet1,auxréels bet 1 etauxréelscetl
b) Auxréels aet b, aux réels b et c et aux réels a et ¢



15/ 1. Ecrire la différence (x + v)? — 4xy comme un carré.

. X X+
2. La question 1. assure que x_y <2

+v - 4
Appliquer cette inégalité aux réels x et v puis aux réels
x et z et enfin aux réels p et z et sommer.

2 2
16 1. Ecrire la différence Y—z + }1_2 —2— comme un carré.
2z
2. Appliquer l'inégalité de 1. au triplet (x,y,z) puis au tri-
plet (1,2, x) et enfin au triplet (z,x,y) et sommer.

17! @) Comparer les carrés des deux quantités vx++/v et \/X+ 1.
b) 1l suffit d’appliquer l'inégalité du a) a deux réels bien
choisis.
c) Distinguer les cas x >y et x <.

18 @) Distinguer trois intervalles :

X€ ]—oo,—%], XE€ ]—%,1] et x€]l,+oo[.
Ensemble des solutions : |—co,—1]U [—%,+oo[.

b) Distinguer deux intervalles : x € |-c0,—4] et x € |4, +0o0[.
Ensemble des solutions : ]—oo,0[ U [%,+oo[.

c) Ensemble des solutions : |—oco0,=3[U]-1,1[U]3,+oo].

d) Distinguer lescas x <1etx>1.
Dans le second cas, distinguer deux intervalles : x € [1, 3]
et x €]3,+o0].
Ensemble des solutions : [2,+oo].

19| Suivre le savoir faire : montrer que

s dn+1<(Vn+Vn+1)?
o 4n+2>(Wn+Vn+1)?

20! @) Suivre le savoir faire : montrer que

o |x]+k<x+k
o |x|+k+1>x+k

b)

c) On peut calculer |x +v] en fonction de N = [x]+[v].
Vérifier d’abord que N < x+v < N + 2 puis en déduire la
valeur de | x + v | en distinguant deux cas: x+y € [N, N+1]|
etx+ye[N+1,N+2[.

01| 1.a) Utiliser le résultat de 'exercice 20

b) Suivre I'indication pour encadrer 2x — 1 entre deux
entiers consécutifs, d’abord en partant de n < x < n+%
puis dans le deuxiéme cas en partant de n+ % <x<
n+1.

, 2n—1 sin<x<n+i
Réponse : [2x—1]= , ! 2
2n sints<x<n+l
_ . . . o 1

2. Poser n = |x] puis distinguer deux cas : x € [n,n+ 5[ et
xe[n+%,n+1[. Dans chaque cas :

* utiliser la question1. pour remplacer [x —4] et |[2x—1]
en fonction de n
* Résoudre I’équation obtenue en l'inconnue n € Z

* Ne pas oublier de revenir a x a la fin une fois que l'on
a trouvé n.

[

29| Méme technique que 'exercice précédent :

Nolut

Ensemble des solutions : [—%,—

23

24

25

26

27

* Poser n = | x] et exprimer |3x] en fonction de n en dis-
tinguant trois cas : x € [n,n+ %[ et x € [n+ %,n + %[ et
x€n+ %, n+1[

* Résoudre I’équation obtenue en l'inconnue n € Z

* Ne pas oublier de revenir a x a la fin une fois que l'on a
trouvé n.

Ensemble des solutions : [%,

1.
Ne pas oublier de commencer par 'ensemble de définition..
Ensuite poser n = | x] et traduire par un encadrement :

Vx2 +x
Vx2+xJ:n(:) m=N
l n+1>VxZ+x

Montrer qu’il n’y a pas de solution négative.

Pour x > 0 suivre le savoir-faire . En posant comme
indiqué x = n+d on aboutit a

[Vx2+xJ:n<:{de[o'l[

d>+(2n+1)d—(n+1)<0

Notant A, = (2n+1)% + 4(n+ 1) le discriminant (strictement
positif) du trindme du second degré, on constate que la plus
petite de ses racines est strictement négative et que la plus
grande est dans [0, 1[. On en déduit que les solutions sont
VA, —(2n+1)

tous les réels: xe[n,n+ >

[ ounelNest

arbitraire.

Encadrer V64n2 +1 entre deux entiers consécutifs, puis
propager cet encadrement.

Suivre I'indication en distinguant deux cas :

* le cas ol | x] est pair : | x] = 2k pour un certain k € Z.
Exprimer alors [%J et {%J en fonction de k.
Pour cela partir de I'encadrement : 2k <x<2k+1
puis encadrer 5 entre deux entiers consécutifs et encadrer

de méme % entre deux entiers consécutifs

A la fin on obtient [%J + L%J =2k

* lecasou x| est impair : | x] = 2k+1 pour un certain k € Z.
Exprimer alors [%J et {%J en fonction de k.
Pour cela procéder de méme que dans le premier cas a
partir de l'encadrement: 2k+1<x<2k+2

A la fin on obtient [%J + L%J =2k+1

On généralise la technique de l'exercice précédent : on écrit

X

[x]=nqg+reton exprime { kJ en fonction de g.

Partir de 'encadrement ng+r <x<nq+r+1.

. x+k . L.
Ensuite encadrer entre deux entiers consécutifs.

n
Pour cela distinguer les indices k <n—r—1 et les indices k
telsque k>n-—r.

On peut utiliser la technique des exercices 13 et 14 en dis-
tinguant » intervalles : x € [[x], [ x]+ %[, x € [Lx]+ %, [x]+ %[,
cooxe[lx]+ =L x]+ 1]

et en calculant [ nx]| en fonction de | x| dans chacun des ces
intervalles : pour k=0,1,...,n—1,si x € [[x] + %,l_xj + k%l ,
alors on montre que |nx|=n|x]+k et L’;—‘J =|x]+ %

Reste a conclure en encadrant %



28

29| On suit la technique du savoir faire
tous les x du méme coté » et on procede par étude de fonc-
tion (deux études de fonctions pour le b)). Pour le d) on
peut aussi exploiter la convexité de x > x"*! (inégalité des

2. Résoudre I’'équation f(«a) = a d’inconnue a € R,.
Réponse. a =2 1.

: on « fait passer . ! .
P 3. Observer que [’ est bornée par 75 R, puis suivre le

savoir faire

1
4. 11 suffit de trouver n € N tel que (—)n <107°.
tangentes). 4
SRR . 5In(10) .
x La condition équivaut a n > ni donc n = 9 convient.
30! On étudie le signe de la différence : - (x +e— 2). n

. N 1.a) P trer | tere L-lipschtizien de f, utili-
Plusieurs possibilités : o 38 ) Pour montrer le caractere 5=-lipschtizien de f, utili

31

o Méthode 1. On réduit au méme dénominateur :

ser I'inégalité des accroissements finis.
On obtient f’(x) = sin(2x)sin(cos? x).
Remarquer que cos®x € [0,1]c [0, %].
b) Appliquer le TVI strictement monotone a la fonction
g:x f(x)—xsur[0,1].

X -2
o(x) = et -1 x\’ (e—2)x
Le signe du dénominateur est connu, il s’agit d’étudier le
signe du numérateur N : x > e¥ — 1 —x? — (e — 2)x.
Pour cela étudier la fonction N.
Le signe de N’ ne s’obtient pas directement.
Calculer N” pour obtenir les variations de N’, ensuit
observer que N’(1) = 0 et le TVI assure l’existence d'un
a €[0,In2] tel que N’(a) = 0.
Avec les variations de N” on en déduit le tableau de signe
de N’ (en fonction de @), puis les variations de N et enfin , 1 1
le signe de N (indépendamment de «). fix) = T Ax2 COS(;)'
Méthode 2. On étudie directement b) Appliquer le TVI strictement monotone a la fonction

X1 g:x> f(x)—xsur[3,3].

- (x +e— 2)

2. Méthode classique, voir le savoir faire

o 39 1.a) Pour montrer que [3,3] est stable par f, fixer x €

35 3 N <5 :
[7,7] et montrer que § < f(x) < 7 en encadrant sin.
Pour montrer le caractere é—lipschtizien de f, utiliser
I'inégalité des accroissements finis.

On obtient :

Pexr 2.a) Montrer que u; € [%,%] puis utiliser la stabilité de
e —(1+x) (3, 3] par f (résultat du cours)
12
Ainsi ¢’(x) est du signe de x—1 ce qui permet de tracer le
tableau de variation de ¢.

b . A
L’acces au signe de ¢ nécessite :

On constate que pour tout x € RY, ¢’(x) = (x—1)
b) Adapter la méthode du savoir faire
trer par récurrence que pour tout n>1:

=l <(3)"" e ~al

pour mon-

* Le calcul de ¢(1).

, . Noter que 'on démarre ici & n = 1 puisque u; est le
e ’étude de 11n(r)1 P. d pusque 1
x—07

premier terme de la suite qui appartient & [3,3] (ce
n'est pas forcément le cas de u).
1. Fixer x € R} et étudier le signe de la fonction f : p -

xInx+ el —xp (ou fixer v € R et étudier le signe de
x> xlnx+e? ! —xyp.

2. Appliquer le résultat de 1. :

* D’abord aux réels xp et z
* Ensuite aux réels x et ylny et aux réels y et xInx.

32| Fixer y > 0 et étudier la fonction ¢ : x = f(x+v)—f(x)—f(v).

33| Procéder par récurrence pour montrer que les fonctions

34

n yk

@, x> e’ — ) — sont positives sur R,.

k=0 k!

ST ;L
Pour I'hérédité, remarquer que ¢;, | = @,.

35! Appliquer I'inégalité des accroissements finis a la fonction

f it In(l+t)sur [1,4o00[.

1
Il suffit de majorer |f’| par 5 sur [1,+00].

36 L'une des deux est connue. Pour l'autre, pour x € ]0, 1] fixé,
appliquer 'inégalité des accroissements finisa f : t > ¢

définie sur l'intervalle [0, x].

37! 1. Montrer que R, (par exemple) est stable par f.

t



