Applications des développements limités

Chapitre 19.2
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1 Développements limités et équivalence

On suppose que f admet en a le DL, :

f(x) = ap(x —a)P +--Fap(x—a)"+o((x —a)")  avec 3, # 0
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1 Développements limités et équivalence

Premier terme non nul

F(x) =, aplx—a)f + - +an(x—a)'+o((x —2)")  avec 3, #0

Alors :
. f(x) ~ ap(x— a)

» Au voisinage de a, f est du signe de x — ap(x — a)

Exemple 3 : Signe, a partir d’'un certain rang

1
U, =sh — —tan —
n n



1 Développements limités et équivalence

Premier terme non nul

F(x) =, aplx—a)f + - +an(x—a)'+o((x —2)")  avec 3, #0

Alors :
. f(x) ~ ap(x— a)

» Au voisinage de a, f est du signe de x — ap(x — a)

Exemple 4 : Equivalent

up = sin(mvn? + 1)



2 Développements limités et limites

Exemple 5 : Etudier la limite en 0
x(1+ cosx) — 2tanx

a) g(x) =

5

1 1

b) h(x) = ——— — =
) h(x) In(1+x) x
sh x sin x

€) klx) = 3x sh3 x

sin
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Exemple 6

Etudier la limite de :  u, = —
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Exemple 7

Etudier la limite en 1 de :  ¢(x) =




2 Développements limités et limites

Exemple 8

Soit f: 1 — R, de classe €2 et a € | un point intérieur a /.
Etudier limite en 0 de :
f(a+ h)+ f(a— h) —2f(a)
h2
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Taylor-Young au point a :
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i) =, 30— a)f 4 of(x— )

Exemple 8

Soit f: 1 — R, de classe €2 et a € | un point intérieur a /.
Etudier limite en 0 de :
f(a+ h)+ f(a— h) —2f(a)
h2




2 Développements limités et limites

Taylor-Young au point a :
" f(K)(a)
flath) = > —=hk h"
(a+ )IHO P + o(h")

Exemple 8

Soit f:/— R, de classe €2 et a € | un point intérieur a /.
Etudier limite en 0 de :
f(a+ h)+ f(a— h) —2f(a)
h2




2 Développements limités et limites

Exemple 9

Soient a, b € R’ . Montrer que :

1 1
n 4 bn\"
<a as ) — Vab

2 n——+o0o0
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I Etude locale d’'une courbe
Etude asymptotique d'une suite



1 Développement limité et prolongement

Pour montrer que f se prolonge en une fonction de classe %"

On peut utiliser les DL pour chercher les limites de f et f'.

Exemple 1

Montrer que f : x — se prolonge en une fonction de

In(1+ x)

classe €1 sur R
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1 Développement limité et prolongement ¢

® f est € sur]0,+oof

@ f est prolongeable par continuité en O :
" )

® f est dérivable en 0 et f’ y est continue

Pour montrer que f se| = théoréme de la limite de la dérivée

On peut utiliser les DL pour cherg’€r les limites de f et f'.

Exemple 1

Montrer que f : x — se prolonge en une fonction de

In(1+ x)

classe €1 sur R
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Cadre
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f(x) = a + a (x—a) +o(x—a)

Rappel : DL; et dérivabilité
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2 Développement limité et tangente

Cadre
f est définie sur I\ {a} qF admet/fen a le DL; :

f(x) =1a + a1 (x—a)|+o(x—a)

X—ra

Equation de la tangente en a

Rappel : DL; et dérivabilité

» f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ag.

» f est dérivable en a, avec f/(a) = a;.

Exercice 0

Démontrer les deux points ci-dessus.



2 Développement limité et tangente

Cadre
f est définie sur I\ {a} qF admet/fen a le DL; :

f(x) =1a + a1 (x—a)|+o(x—a)

X—ra

Equation de la tangente en a

Rappel : DL; et dérivabilité

» f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ag.

» f est dérivable en a, avec f/(a) = a;.

Exemple 2 : Point d’inflexion
chx—1
X

Etudier localement au voisinage de 0 la fonction f : x —



2 Développement limité et tangente

Cadre
f est définie sur I\ {a} qF admet/fen a le DL; :

f(x) =1a + a1 (x—a)|+o(x—a)

X—ra

Equation de la tangente en a

Rappel : DL; et dérivabilité

» f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ag.

» f est dérivable en a, avec f/(a) = a;.

prolongement par continuité, dérivabilité en 0,
eqn de la tangente en 0, position relative au vois. de 0
Exemple 2 : Point_ dzfexion

chx—1
X

Etudier localement au voisinage de 0 la fonction f : x —



2 Développement limité et tangente

Cadre
f est définie sur I\ {a} qF admet/fen a le DL; :

f(x) =1a + a1 (x—a)|+o(x—a)

X—ra

Equation de la tangente en a

Rappel : DL; et dérivabilité

» f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ag.

» f est dérivable en a, avec f/(a) = a;.

Exemple 3 : Cas ou a; = 0, extremum local ?

a un minimum local en 0

ch x
Montrer que f : x —
cos x
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3 Asymptotes (obliques) en +co

La droite d'équation y = ax + b est dite asymptote a 6r en +o0o si :

f(x) = ax+b+o(1)

X——+00
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3 Asymptotes (obliques) en +co

La droite d'équation y = ax + b est dite asymptote a 6r en +o0o si :

f(x) T X Hbt o(1)
SF 13 : Méthode pour rechercher une asymptote

= On effectue un DL, de g : h— hf(3) en 0 avec n > 2

= On «revient » 3 x en posant « h = % »

Exemple 4

Montrer que f : x — v/x2 + x posséde une asymptote en +o0 et
déterminer la position relative en +o00.
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4 Comportement asymptotique de suites

Théoreme 1 : Factorielle et suites géométriques

Pour tout g€ R: q" = o(n!)

Exercice 1

Démontrer ce résultat.
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4 Comportement asymptotique de suites

Théoreme 2 : Formule de Stirling (admise)

n! ~ (g)n\/ﬂ

Exemple 5

2n
Déterminer un équivalent de ( >
n



Développement asymptotique d’une suite implicite

Exemple 6

1. Montrer que pour tout n > 1, I'équation eX +x —n=20
d'inconnue x € Ry admet une unique solution notée uj,

2. Montrer que : u, — 400
n——+00

3. Montrer que u, ~ Inn

Inn Inn
4. Montrer : up=Inn———+ o(—)
n n

10
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Exemple 6

1. Montrer que pour tout n > 1, I'équation e +x —n =0
d'inconnue x € Ry admet une unique solution notée u,

2. Montrer que : u, — 400
n——+00

3. Montrer que u, ~ Inn

Inn Inn
4. Montrer : up=Inn———+ o(—)
n n

10
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Exemple 6

1. Montrer que pour tout n > “=—ation ¥ +x—n=0
d'inconnue x € R, admet u m e solution notée u,
2. Montrer que : u, — 400
n——+00
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Développement asymptotique d’une suite implicite

(Existence de u,,J

Exemple 6
1. Montrer que pour tout n > “=—ation ¥ +x—n=0
d'inconnue x € R, admet u m e solution notée u,
2. Montrer que : u, — 400 -
n—-+00 Vitesse de convergence :
3. Montrer que up, ~ Inn Up = Inn+o(|n n)

Inn Inn
4. Montrer : up=Inn———+ o(—)
n n

10



Développement asymptotique d’une suite implicite

(Existence de u,,J

Exemple 6
1. Montrer que pour tout n > “=—ation ¥ +x—n=0
d'inconnue x € R, admet u m e solution notée u,
2. Montrer que : u, — 400 -
n—-+00 Vitesse de convergence :
3. Montrer que up, ~ Inn Up = Inn+o(|n n)

Inn Inn
4. Montrer : up=Inn———+ o(—)
n\ n
développement asymptotique
a deux termes

10



Développement asymptotique d’une suite implicite

(Existence de u,,J

Exemple 6
1. Montrer que pour tout n > “=—ation ¥ +x—n=0
d'inconnue x € R, admet u m e solution notée u,
2. Montrer que : u, — 400 -
n—-+00 Vitesse de convergence :
3. Montrer que up, ~ Inn Up = Inn+o(|n n)

Inn Inn
4. Montrer : up=Inn———+ o(—)

n\ n

Bonus — trouver a tel que :

ozt e ()

10
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