Calcul Matriciel
(Matrices — Niveau 1)

Chapitre 17
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J
a1,1 c. Ce A
Une matrice a n lignes et p
colonnes a coefficients
dans K est une famille de

n X p éléments de K

Vi

Application e <eo anp/y
A: [1,n] x[1,p] — K < -
(7,J) > ai P
Exemple 1

Ecrire explicitement la matrice A = (ij?)1<i<n
<



1 L’ensemble ., ,(K)

Soit A € ., p(K). On définit la matrice transposée AT € ., o(K)
par :
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1 L’ensemble ., ,(K)

Soit A € ., p(K). On définit la matrice transposée AT € ., o(K)
par :

V(I',_j) € [[17/*7]] X [[1’”]]7 (AT)I'J = &jf



1 L’ensemble ., ,(K)

les lignes de AT

sont les colonnes de A

Définition 2

Soit A € A, p(K). On définit la matrice transposée 4

par :
V(I',_j) € [[17/*7]] X [[1’”]]7 (AT)I'J = dj,i
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les lignes de AT
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Définition 2

Soit A € A, p(K). On définit la matrice transposée 4

par :
V(I',_j) € [[17/3]] X [[l,n]], (AT)I'J = dj,i

Remarque
(A7) =




1 L’ensemble ., ,(K)

les lignes de AT

sont les colonnes de A

Définition 2

Soit A € A, p(K). On définit la matrice transposée 4

par :
V(I',_j) € [[17/3]] X [[l,n]], (AT)I'J = dj,i

Remarque
(A1) = A




1 L’ensemble ., ,(K)

les lignes de AT
sont les colonnes de A

Définition 2
Soit A € A, p(K). On définit la matrice transposée 4
par :

V(I',_j) € [[17/3]] X [[l,n]], (AT)I'J = &jf

(AN = A
Exercice 1 : Calculer la transposée
2 -3 8 "
a)A:<7 10) b) X=1:
Xn
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Matrices carrées particuliéres

» A€ My(K) est diagonale si ajj =0 pour : i # j
» Ac #,(K) est triangulaire supérieure si a;j =0 pour : | > j
» Ac #,(K) est triangulaire inférieure si a;j = 0 pour : | < j

pour tous i,j € [1,n] pour tous i,j € [1,n]
Définition 3 ajj = aj; Eip = —Ghs

A€ Mp(K) est : V) V)

= symétriquesi : AT = A = antisymétrique si : A"

—A



1 L’ensemble ., ,(K)

Matrices carrées particuliéres

» A€ My(K) est diagonale si ajj =0 pour : i # j
» Ac #,(K) est triangulaire supérieure si a;j =0 pour : | > j
» Ac #,(K) est triangulaire inférieure si a;j = 0 pour : | < j

pour tous i,j € [1,n] pour tous i,j € [1,n]
Définition 3 ajj = aj; Eip = —Ghs
V)

A€ Mp(K) est : V)

= symétriquesi : A = A = antisymétriquesi : AT = — A

Exemple 2

1 3 —4 0 -3 4
a) [ 3 2 6 | estsymétriqueb) [ 3 0 —2| antisymétrique
4 6 8 —4 2 0



2 Combinaisons linéaires de matrices

Soient A, B € 4, p(K) et A, € K. On définit la matrice
M+ uB e My p(K) par:  MNA+uB =
@&rs
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2 Combinaisons linéaires de matrices

Soient A, B € 4, p(K) et A, € K. On définit la matrice

M+ uB e /%mp(K) par : A+ uB = ()\a,-J aF ,ub,'J) 1<i<n
déf. 1<j<p

Retenir Les C.L. s’effectuent coefficient par coefficient, par ex. :

S(1 =3 0y (03 -1y_(2 91
2 4 1) \12 0)7\3 6 2



2 Combinaisons linéaires de matrices

Soient A, B € 4, p(K) et A, € K. On définit la matrice
M+ uB e /%”7P(K) par : A+ uB = ()\a,-_j aF ,ub,'_j) 1<i<n
déf. ’ ’ 1<j<p

Retenir Les C.L. s’effectuent coefficient par coefficient, par ex. :
5 1 -3 0y (03 -1} (2 -9 1
2 4 1 12 0) \3 6 2

Remarque

La transposition est linéaire :



2 Combinaisons linéaires de matrices

Soient A, B € 4, p(K) et A, € K. On définit la matrice

M+ uB e /%”7P(K) par : A+ uB = ()\a,-J aF ,ub,'J) 1<i<n
déf. 1<j<p

Retenir Les C.L. s’effectuent coefficient par coefficient, par ex. :

2(1 -3 o)_(o 3 —1)_(2 -9 1\
2 4 1 12 0) \3 6 2

pour tous A\, u € K
et A, B € My p(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA + uB)" = AAT + uBT



2 Combinaisons linéaires de matrices

Soient A, B € 4, p(K) et A, € K. On définit la matrice
M+ uB e /%mp(K) par : A+ uB = ()\a,-J aF ,ub,'J) 1<i<n
déf. 1<<p

Retenir Les C.L. s’effectuent coefficient par coefficient, par ex. :

21—30_03—1_241\
2 4 1 12 0) \3 6 2

pour tous A\, pu € K

et A, B € M p(K)

Remarque
La transposition est linéaire : (AA + uB)" = AAT + uBT

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (7, /) vaut 1 et tous les autres 0.
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et A, B € My p(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA+ pB)" = AAT 4 uBT

Définition 6

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (i, /) vaut 1 et tous les autres 0.
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Dans .#>3(K), écrire les matrices E; .



2 Combinaisons linéaires de matrices

pour tous A\, u € K
et A, B € M p(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA+ pB)" = AAT 4 uBT

Définition 6

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (i, /) vaut 1 et tous les autres 0.

Exemple 3

Dans .#>3(K), écrire les matrices E; ;.

Théoréme 1
Toute matrice A de .#, p(K) est :




2 Combinaisons linéaires de matrices o e L I

et A, B € Mpp(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA+ pB)" = AAT 4 uBT

Définition 6

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (i, /) vaut 1 et tous les autres 0.

Exemple 3 A Z
Dans .#>3(K), écrire les matrices E; .

m

J

Théoréme 1
Toute matrice A de 4, ,(K) est : combinaison linéaire des E; ;



2 Combinaisons linéaires de matrices o e L I

et A, B € Mpp(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA+ pB)" = AAT 4 uBT

Définition 6

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (i, /) vaut 1 et tous les autres 0.

Exemple 3 S
A=) > aijEi;
Dans .#>3(K), écrire les matrices E; . i=1j=1

Théoréme 1
Toute matrice A de 4, ,(K) est : combinaison linéaire des E; ;



2 Combinaisons linéaires de matrices

pour tous A\, u € K
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2 Combinaisons linéaires de matrices

pour tous A\, u € K
et A,B € My p(K)

Remarque

La transposition est linéaire : (AA+ pB)" = AAT 4 uBT

Définition 6

La matrice élémentaire E; j est la matrice de .#, ,(K) dont le
coefficient d'indice (i, /) vaut 1 et tous les autres 0.

Exemple 3 S
A=>> aijEi
Dans .#>3(K), écrire les matrices E; . i=1j=1

Théoréme 1

Toute matrice A de 4, ,(K) est : combinaison linéaire des E; ;

Remarque

Une matrice triangulaire supérieure T est C.L. des E;; pour : i <
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1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,J) S II]- ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Exemple 1 : Calculer AB

2 1 -1 100
b) B:(o 1 2), A:(o 1 o)
2 0 3 101



1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,J) S II]- ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Exemple 1 : Calculer AB

2 1 -1 1 0 1
b) B:(O 1 2), puis : A:(O 1 0>
2 0 3 0 0 1



1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,J) S II]- ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Exemple 1 : Bonus : calculer BX

2 1 -1 1 0
c)Bz(O 1 2), X:(O),puisX:<1>
2 0 3 0 0



1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,J) S II]- ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Exemple 1 : Bonus : calculer BX

2 1 -1 1 0 X
c)B:(O 1 2), X:(O),puisX:(l),puisX:<y>
2 0 3 0 0 z



1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,_j) S [[1 ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Remarque

Pour A € 4, 5(K) de colonnes Cy,...,C, et X € 4, 1(K) :

= |




1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,_j) S [[1 ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Remarque

Pour A € 4, 5(K) de colonnes Cy,...,C, et X € 4, 1(K) :

[AX X1C1+---+XPCP ]




1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,_j) S [[1 ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »

Remarque
C.L. des colonnes de A

Pour A € ., ;I d€ com*i\sq,...,cp et X € Mp1(K) :

Y
[AX X1C1+---+XPCP




1 Définition du produit

Soit Ae M, ,(K) et B € A, ,(K). On définit AB € 4, ,(K) par :

p
V(I,_j) S [[1 ) n]] X H17qﬂ7 (AB)I,J - Zai,kbk,j
k=1

“* Attention %* a la condition de compatibilité

« taille (n, p) x taille (p, q) = taille (n,q) »
En particulier :

Remarque
C.L. des colonnes de A

Pour A € ., s IK) € COTOES €1, ..., Cp et X € 4 :
ON\\ Ax |1

Y
[AX X1C1+---+XPCP

i® coord.
J




2 Particularités et propriétés du produit

Remarque

Pour A € 4, p(K) de colonnes Cy,...,Chet X € AT -

AX = x G+ +xCp
L

J<

C.L. des colonnes de A
Remarque

Le produit matriciel n'est pas commutatif

En particulier :

i¢ coord.

10



2 Particularités et propriétés du produit

Remarque

Pour A € 4, p(K) de colonnes Cy,...,Chet X € AT -

AX = x G+ +xCp
L

J<

C.L. des colonnes de A
Remarque

En particulier :

On peut avoir = AB=0avec AAB#0 s A"=0 avec A#0

i¢ coord.

10



2 Particularités et propriétés du produit

A est nilpotente

Remarque

On peut avoir = AB=0avec A,B#0 = A”anvecA;&O
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Théoreme 1 : Propriétés
1. Bilinéarité.
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A est nilpotente

Remarque

On peut avoir = AB=0avec AAB#0 s A"=0 avec A#0

Théoreme 1 : Propriétés
1. Bilinéarité.
» (M +uB)C = XAC)+ u(BC) =



2 Particularités et propriétés du produit

A est nilpotente

Remarque

On peut avoir = AB=0avec AAB#0 s A"=0 avec A#0

Théoreme 1 : Propriétés
1. Bilinéarité.
» (M4 uB)C = NAC)+ u(BC) = A(NC + uD) = NAC + uAD



2 Particularités et propriétés du produit

A est nilpotente
Remarque

On peut avoir = AB=0avec AAB#0 s A"=0 avec A#0

Théoreme 1 : Propriétés
1. Bilinéarité.
» (M + uB)C = AAC) + u(BC)

» A(ANC + D) = NAC + uAD
2. Associativité.



2 Particularités et propriétés du produit
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2 Particularités et propriétés du produit
Remarque

On peut avoir = AB=0avec AAB#0 s A"=0 avec A#0

Théoreme 1 : Propriétés

1. Bilinéarité.

» (M4 uB)C = NAC)+ u(BC) = A(NC + uD) = NAC + uAD
2. Associativité. (AB)C = A(BC)

3. Transposition. (AB)T = BT AT

Exercice 1

Démontrer la propriété d'associativité.




3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 2 : Matrices diagonales

Pour tous A1, ..., A\p, pi1,...,un € K:

A1 M1

An Hn
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Théoreme 2 : Matrices diagonales

Pour tous A1, ..., A\p, pi1,...,un € K:

A H1 A1

An n )\nllzn

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une
matrice triangulaire supérieure.

2. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une
matrice triangulaire inférieure.

11



3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 2 : Matrices diagonales

Pour tous A1, ..., A\p, pi1,...,un € K:

At H1 A

An n )\n/ln

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une
matrice triangulaire supérieure.

2. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une
matrice triangulaire inférieure.

Exercice 2

Démontrer le premier point.
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3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 4 : Matrices élémentaires
Dans .#,(K), pour tous i,j, k,¢ € [1,n] :

EijExp =
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3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 4 : Matrices élémentaires
Dans .#,(K), pour tous i,j, k,¢ € [1,n] :

E E,, — E,"@ Slj:k
WERET o sij#k
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3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 4 : Matrices élémentaires
Dans .#,(K), pour tous i,j, k,¢ € [1,n] :

E E . Ei,/f SIJ:k
WERET 0 sijAk

Exercice 3

1. Démontrer la formule
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3 Produits de matrices carrées particuliéres

Théoreme 4 : Matrices élémentaires
Dans .#,(K), pour tous i,j, k,¢ € [1,n] :

E E . Ei,/f SIJ:k
WERET 0 sijAk

Exercice 3

1. Démontrer la formule
2. Soit A€ n(K) eti,je[1,n]. Calculer AE;; et E;jA.

12



4 Produit par blocs

Exemple 2

Soit M =

oMl o)

c e o=

= O O O

p I (A CN\_(AA+CB AC +CD
T\B D BA'+ DB' BC' + DD’

. Calculer M? 3 I'aide de la formule.

o = O O



MM Puissances de matrices carrées

I Puissances de matrices carrées
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1 L’anneau .7,(K)

1 0 ... ... 0
0 1 0 ... 0
La matrice identité de taille nest I,=|: - . . |e.(R)
f o, T @
0 ... ... 0 1
Remarque matrice scalaire

Pour toute A € .#,(K) : 74
1L LA=Al,=A 2. (M) A=A\, = A

L'ensemble T, des matrices tri. sup.
Remarqu en est un sous-anneau

(%H(K),ﬁ;st : un anneau
>

(I,, est I'élément neutre pour x]

Attention

Cet anneau n'est pas commutatif



2 Calculer les puissances d’une matrice carrée

Cadre
Etant donnés A € .Z,(K) et p € N, on souhaite calculer AP,
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2 Calculer les puissances d’une matrice carrée

Cadre
Etant donnés A € .Z,(K) et p € N, on souhaite calculer AP,

Rappel
AP = |,

N

(élément neutre de ><]

16



Meéthode 1 : par récurrence

Exemple 1 : Matrice pleine de 1
111

Onpose: J=|1 1 1 Calculer J? puis montrer :
111

Vpe N*, JP=3P"1y
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Méthode 2 : avec la formule du bindme

On suppose que : alors pour tout p € N
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Méthode 2 : avec la formule du bindme

On suppose que : | AB = BA] alors pour tout p € N

(A+ B)”:Zp: <Z> AkBP“] .

k=0




mule du binome
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mule du binome

k
0
On suppose /{

e :|AB = BA] alors pour tout p € N
/'p
P\ 1k pp—k k 1—k
| (A+ B)P= A*BP | AP — BP=(A—-B)» A*BP~
(A+B) Z(k) ] )

k=0

18



p—1
(A-B) BkAP—1—k
Théor kz:o

On suppose/ﬁe [AB = BA) alors pour tout//é N
(4 k pp—k / k pp—1—k
p— p_ BP-
(A+B)§j<k)AB o ar - Br=(a - BEjA

k=0 k=0

18



p—1
(A— BZBkAf’l"

On suppose//{ [AB = BA) alors pour tout//éN
A+ B AkBP=Kk|al AP — BP= A B)Y Akpp—1-k
(A+B)P Z(k) ] )

k=0 k=0

“* Attention “*
Si AB # BA, alors, par exemple :
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mule du binGiig

p—1
(A— BZBkAf’l"

On suppose//{ [AB = BA) alors pour tout//éN
A+ B AkBP=k|al AP — BP=(A — B)Y AkBP-1-FK
(A+B) Z <k) ] ( )>

k=0 k=0

‘¢ Attention 4*
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?
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mule du binGiig

On suppose/Ae AB BA] alors pour tout//éN

(4 k pp—k V= k pp—1—k
A+ B)P= A“BP~*|a| AP — BP=(A—- B A“BP~-~
(A+B)yP=> <k> (A-B)>_

k=0

“* Attention 4
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?

Remarque

Toute matrice commute avec : = =

18



mule du binGiig

On suppose/Ae AB BA] alors pour tout//éN
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A+ B)P= A“BP~*|a| AP — BP=(A—- B A“BP~-~
(A+B)yP=> <k> (A-B)>_

k=0

“* Attention 4
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?
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Toute matrice commute avec : = [, =
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mule du binGiig

p—1
(A— BZBkAplk

On suppose/Ae AB BA] alors pour tout%N

(4 k pp—k V= k pp—1—k
A+ B)P= A“BP~*|a| AP — BP=(A—- B A“BP~-~
(A+B)yP=> <k> (A-B)>_

k=0

“* Attention 4
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?

Remarque

Toute matrice commute avec : = [, = |es matrices scalaires
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mule du binGiig

On suppose/Ae AB BA] alors pour tout//éN

(4 k pp—k V= k pp—1—k
A+ B)P= A“BP~*|a| AP — BP=(A—- B A“BP~-~
(A+B)yP=> <k> (A-B)>_

k=0

“* Attention 4
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?

Remarque

Toute matrice commute avec : = [, = |es matrices scalaires

Exemple 2 : Calculer AP

a)A:<

1
0
0

o R

= O N
v

18



mule du binGiig

On suppose/Ae AB BA] alors pour tout//éN

(4 k pp—k V= k pp—1—k
A+ B)P= A“BP~*|a| AP — BP=(A—- B A“BP~-~
(A+B)yP=> <k> (A-B)>_

k=0

“* Attention 4
Si AB # BA, alors, par exemple : (A + B)? # A% + 2AB + B?

Remarque

Toute matrice commute avec : = [, = |es matrices scalaires

Exemple 2 : Calculer AP
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Méthode 3 : a I'aide d’un polyndme annulateur

Notation

d
Soit P = Zaka e K[X].
k=0

d
Pour tout A € #,(K), on note P(A) la matrice ZakAk € My(K)
k=0

19



Méthode 3 : a I'aide d’un polyndme annulateur

{P:ao+alX—|—--~+adXdJ
Notation

Soit P = Zd:akxk e K[X]. [P(A) _ J

k=0
s\
Pour tout A € #,(K), on note P(A) la matrice ZakAk € My(K)
k=0
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Méthode 3 : a I'aide d’un polyndme annulateur

[P:ao+alX—|—--~+adXdJ
Notation

d
Soit P = ZakX" € K[X]. [P(A) =agly + @A+ + adAd]

k=0
e\
Pour tout A € .#,(K), on note P(A) la matrice ZakAk € Mn(K)
k=0
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Méthode 3 : a I'aide d’un polyndme annulateur

[P:ao+alX—|—--~+adXdJ
Notation

d
Soit P = ZakX" € K[X]. [P(A) =agly + @A+ + adAd]

k=0 \
d

Pour tout A € .#,(K), on note P(A) la matrice ZakAk € Mn(K)
k=0

1 0 0
Exemple 3 : Puissances de A = (0 1 1>
0 0 2

1. Calculer A? et trouver P € Ry[X] tel que P(A) = 0.
2. En déduire une expression de A” en exploitant la division
euclidienne de X" par P.

19



3 Application aux systemes de suites récurrentes

Exemple 4

Onpose: wy=1 et vy=wy=0 puis pourtout n € N :

Upt1 = 3Up + Vp + W,
Vntl = Up + 3vp + w,
Wpi1 = Up + Vp + 3w,

Calculer explicitement up, v, et w, en fonction de n pour tout
n e N,

20
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Wpi1 = Up + Vp + 3w,

Calculer explicitement up, v, et w, en fonction de n pour tout
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Matrices carrées inversibles

Matrices carrées inversibles
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Rappel

A est inversible si :
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1 Généralités

Notation
L'ensemble des matrices inversibles de .#,(KK) est noté : GL,(K)

Remarque groupe des inversibles
(GLn(K), X) est : un groupe de I'anneau (.#,(K), +, )

Théoreme 1 : (Rappels)

i) A=l est inversible et : (A"1)" 1 = A

ii) AB est inversible et : (AB)"! = B 1A"!
iii) AP est inversible et : (AP)~1 = (A~1)P
iv) AT est inversible et : (AT)~! = (Afl)T

Exercice 1

Démontrer le point iv) sur I'inversibilité et I'inverse de AT .
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Exemple 1

—1 L
En particulier si

La matrice identité /, est inversible et : (/,)
Exemple 2 = une colonne est nulle
= deux colonnes sont

Montrer que la matrice nulle 0, de .#,(K) . pas |
identiques

Théoréme 2

Soit A € .#,(K). Si I'une des colonnes de A est ¢mbinaison
linéaire des autres alors : A n’est pas inversible.
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1 Généralités

Exemple 1

—1 L
En particulier si

La matrice identité /, est inversible et : (/,)
Exemple 2 = une colonne est nulle
= deux colonnes sont

Montrer que la matrice nulle 0, de .#,(K) . pas |
identiques

Théoréme 2

Soit A € .#,(K). Si I'une des colonnes de A est ¢mbinaison
linéaire des autres alors : A n’est pas inversible.

Exercice 2

Démontrer le théoreme
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1 Généralités

Théoréme 3 : (admis provisoirement)

Soit A € #,(K) .

i) S'il existe B € #,(K) telle que AB = I,, alors A est inversible et
B=A1

ii) S'il existe B € .#,(K) telle que BA = I,, alors A est inversible et
B=A1
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1 Généralités

[ Il suffit de vérifier ]

une des deux conditions

Théoréme 3 : (admis prGvisoirement)

Soit A € #,(K) .

i) S'il existe B € #,(K) telle que AB = I,, alors A est inversible et
B=A1

ii) S'il existe B € .#,(K) telle que BA = I,, alors A est inversible et
B=A1

24



Inversibilité en présence d’un polynéme annulateur :

Soit A € .#,(K). On suppose que A vérifie A2 —3A — 2/, = 0.
Prouver que A est inversible et déterminer son inverse.
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Le cas des matrices de taille (2,2) :

Théoréme 4

Soit A = Z cC/ € M(K).

La matrice A est inversible si et seulement si :

Dans ce cas :



Le cas des matrices de taille (2,2) :

Théoréeme 4
Soit A= (2 ) e.(K).
b d
La matrice A est inversible si et seulement si : ad — bc # 0.

Dans ce cas :



Le cas des matrices de taille (2,2) :

Théoréme 4

. a c
Soit A = b d € ./ZQ(K)
La matrice A est inversible si et seulement si : ad — bc # 0.

1 d —c
D : Al= ——
ans ce cas 2d — be (—b 5 >




Le cas des matrices de taille (2,2) :

Théoréme 4

Soit A= (2 ) e.(K).

b d
La matrice A est inversible si et seulement si : ad — bc # 0.
1 d —c
D : Al= ——
ans ce cas +d — be (—b a)]

Exercice 4

Démontrer le théoréme ci dessus.



Cas des matrices diagonales et triangulaires

= Une matrice diagonale est inversible si et seulement si :

= Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si

Exercice 5

Démontrer le premier point du théoreme ci dessus.




Cas des matrices diagonales et triangulaires

= Une matrice diagonale est inversible si et seulement si : tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls

= Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si

Exercice 5

Démontrer le premier point du théoreme ci dessus.




Cas des matrices diagonales et triangulaires

= Une matrice diagonale est inversible si et seulement si : tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls

= Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls

Exercice 5

Démontrer le premier point du théoreme ci dessus.




Cas des matrices diagonales et triangulaires

= Une matrice diagonale est inversible si et seulement si : tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls

= Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls

Pas d’expression
simple pour l'inverse

Démontrer le premier point du théoreme ci dessus.

27



Opérations élémentaires

Opérations élémentaires
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3 :

Ix+y—z = 1
=5 =z =-3

<~

29



1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3 :

3x+y—z = 1<:> 31 —1 x - 1
x 4z =-_3 —101);*—3

29



1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

ty—z = 1
—X +z ==8
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

x+y—-—z =1 PN 31 -1
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

x+y—z =1 3 1
=
—X +z ==8 -10
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

x+y—z = 1 PN 31 -1 x - 1
_x +z =-3 10 1)|Y| " \=3
- 2 \“Z —_Z| second
A X“ B S membre
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1

Pour tout (x,y,z) € R3:
{3x+y—z = 31 -1\ (~ 1
S —_3@(—1 o 1)V~ —3)
- 2 \“Z —_Z| second
RS -
matrice X
du systéme

Le systeme AX = B est compatible ssi :

Théoréme 1

29



1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

xty-z =1 31 -1\ (") (1
x 472 =——3 7010 1)Y=
—_—— z ——
A “ B

X

Le systeme AX = B est compatible ssi : B est combinaison linéaire
des colonnes de A
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1

Pour tout (x,y,z) € R3:

xty-z =1 31 -1\ (") (1
x 472 =——3 7010 1)Y=
— —m———— z ——
A “ B

Rappel : X

AX = x1C1+ -+ x,Gp

Le systeme AX = B est compatible ssi
des colonnes de A

: B est combinaison linéaire
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

x+y—z = 1 PN 31 -1 x - 1
% 4z =_3 10 1)|Y)] 7 {=3
S —— z ——
A B

Rappel : X

AX = xiCi+ -+ X

Le systeme AX = B est compatible ssi : B est combinaison linéaire
des colonnes de A

Exercice 0

Démontrer le théoréme.
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1 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Exemple 1
Pour tout (x,y,z) € R3:

x+y—z = 1 PN 31 -1 x - 1
_x +z =-3 10 1)|Y| " \=3
— —m———— z ——
A B

Rappel : X

AX = X1 G+ -+ X Cp

Le systeme AX = B est compatible ssi : B est combinaison linéaire

des colonnes de A signifie :
A est inversible

Exercicel |

Montrer qu'un systeme de Cramer posséde une unique solution.
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2 Matrices d’opérations élémentaires

Trois types d'opérations élémentaires sur les lignes de A € .#,(K)
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Type 1 Multiplication d'une ligne par un scalaire non nul :
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2 Matrices d’opérations élémentaires

Trois types d'opérations élémentaires sur les lignes de A € .2 (K)
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2 Matrices d’opérations élémentaires

Trois types d'opérations élémentaires sur les lignes de A € .2 (K)
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Type 2 Addition a une ligne d'un multiple d’une autre :
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Trois types d'opérations élémentaires sur les lignes de A € .2 (K)
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2 Matrices d’opérations élémentaires

Trois types d'opérations élémentaires sur les lignes de A € .2 (K)
Type 1 Multiplication d'une ligne par un scalaire non nul : L; <— al;

Type 2 Addition a une ligne d'un multiple d'une autre : L; «— L;+/3L;
Type 3 Echange de deux lignes, notée : L; <— L; 4

Remarque

On définit de méme des opérations élémentaires sur les colonnes.

30



Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel

Effectuer L; + al;
revient a multiplier
A a gauche par la

matrice P suivante
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Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel
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Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel

Effectuer L; + al;
revient a multiplier
A a gauche par la

matrice P suivante

Type 1 Type 2

Effectuer L; < Li+5L;
revient a multiplier A
a gauche par P

@
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Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel

Effectuer L; + aL;  Effectuer L« Li+5L;  Effectuer L; <+ L; revient
revient & multiplier  revient a multiplier A a multiplier A a gauche

A a gauche par la a gauche par P par la matrice P

matrice P suivante o
0 : —
] |
1 Q| e 1
T |

— ] —
Op—1: 1 o
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Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel

Effectuer L; < al;  Effectuer L;< Li+8L;
revient a multiplier  revient a multiplier A
A a gauche par la a gauche par P
matrice P suivante

@

Les matrices d'opérations élémentaires sont :

O—
@_

Effectuer L; <+ L; revient
a multiplier A a gauche
par la matrice P

o O

= O —
O e —

1
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Théoréeme 2 : Interprétation en termes de produits matriciel

Effectuer L; - aL;  Effectuer Lj<—Li+5L;  Effectuer L; <> L; revient
revient & multiplier  revient a multiplier A a multiplier A a gauche
A a gauche par la a gauche par P par la matrice P

matrice P suivante o @
0)

O—
@_

= O —
O e —

1

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles
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3 Calcul pratique de I'inverse d’une matrice

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles



3 Calcul pratique de Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles
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3 Calcul pratique de Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles

Exercice 3 : Situation modeéle

On suppose avoir transformé A en I, aprés k opérations élémentaires.
Montrer que A est inversible et donner une expression de A~!.
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3 Calcul pratique de Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles

Exercice 3 : Situation modeéle

On suppose avoir transformé A en I, aprés k opérations élémentaires.
Montrer que A est inversible et donner une expression de A~!.

SF 2 : méthode du pivot pour calculer A~!

= On transforme A en [, par des opérations élémentaires.

= On effectue en paralléle les mémes opérations sur /,,.
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Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

3 Calcul pratique degii

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles

Exercice 3 : Situation modéle

On suppose avoir transformé A en I, aprés k opérations élémentaires.
Montrer que A est inversible et donner une expression de AL,

SF 2 : méthode du pivot pour calculer A~!
= On transforme A en [, par des opérations élémentaires.

= On effectue en paralléle les mémes opérations sur /,,.

Exemple 2 : Inversibilité et inverse de A

1 1 -1
a) A= 1 1 0
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Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

3 Calcul pratique degii

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles

Exercice 3 : Situation modéle

On suppose avoir transformé A en I, aprés k opérations élémentaires.
Montrer que A est inversible et donner une expression de AL,

SF 2 : méthode du pivot pour calculer A~!

= On transforme A en [, par des opérations élémentaires.

= On effectue en paralléle les mémes opérations sur /,,.

Exemple 2 : Inversibilité et inverse de A

1 0 2
b) A= 1 1 1
—il =3 i
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3 Calcul pratique de

Opérer sur les lignes =
multiplier a gauche par une matrice inversible

Théoréme 3

Les matrices d'opérations élémentaires sont : inversibles

Exercice 3 : Situation modeéle

On suppose avoir transformé A en I, aprés k opérations élémentaires.
Montrer que A est inversible et donner une expression de A~!.

SF 2 : méthode du pivot pour calculer A~!

= On transforme A en [, par des opérations élémentaires.

= On effectue en paralléle les mémes opérations sur /,,.

Exercice 4

Montrer qu'une matrice triangulaire est inversible ssi tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls
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