Equations différentielles linéaires

Chapitre 7
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2 Résolution de I’équation homogeéne

Retenir :
(v' +ay)e? = (ye)

Cadre /

= On cherche a résoudre (Eg) :  vy'+a(t)y =0

= On note A une primitive de a sur /.
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3 Equations avec second membre

Cadre
= On cherche a résoudre (E): y' + a(t)y = b(t)

= On suppose avoir trouvé une solution particuliére y; de (E)

Théoréeme 2 : Structure de I’ensemble des solutions

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme : y1 + yo ou yo
est une solution quelconque de (Ep)

solutions = solution I squtions

de (E) particuliére de (Ep)

Exercice 3

Montrer que I'on peut trouver une solution particuliere de (E) sous
la forme y1(t) = A(t)e A1),
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SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire

d’ordre 1

1. Equation
homogéne

2. Variation de
la constante

3. Conclusion

Les solutions sont
les fonctions

On cherche une
solution particuliere

Les solutions sont
toutes les fonctions

de la forme : y1 sous la forme : y de la forme
yo it Cem AWM |yt A(t)e AW y=Yo+n
ou C € K est y1 est solution si ol yp est une
une constante N (t) = b(t)eA®) solution quelconque
| quelconque pour tout t € / de (Ep)
Exemple 1

1
a) Résoudre :  y' + = t sur R%.
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SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire

d’ordre 1

1. Equation
homogéne

2. Variation de
la constante

3. Conclusion

Les solutions sont
les fonctions
de la forme :

yo : t— Ce Al
ol C € K est
une constante

quelconque

On cherche une
solution particuliere
y1 sous la forme :
yi ot A(t)e A®
y1 est solution si
N (t) = b(t)eA®)
pour tout t € /

Les solutions sont
toutes les fonctions
y de la forme
y=yotn
ol yp est une
solution quelconque
de (Eo)

Exemple 1
b) Résoudre :

y'+y=

sur R.

1+ et




3 Equations avec second membre

SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire

d’ordre 1

1. Equation
homogéne

2. Variation de
la constante

3. Conclusion

Les solutions sont
les fonctions

On cherche une
solution particuliere

Les solutions sont
toutes les fonctions

de la forme : y1 sous la forme : y de la forme
yo it Cem AWM |yt A(t)e AW y=Yo+n
ou C € K est y1 est solution si ol yp est une
une constante N (t) = b(t)eA®) solution quelconque
| quelconque pour tout t € / de (Ep)
Exemple 2

Trouver une solution particuliére de y’' + ty = 2t.




3 Equations avec second membre

SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire

d’ordre 1

1. Equation
homogéne

2. Variation de
la constante

3. Conclusion

Les solutions sont
les fonctions

On cherche une
solution particuliere

Les solutions sont
toutes les fonctions

de la forme : y1 sous la forme : y de la forme
yo it Cem AWM |yt A(t)e AW y=Yo+n
ou C € K est y1 est solution si ol yp est une
une constante N (t) = b(t)eA®) solution quelconque
| quelconque pour tout t € / de (Ep)
Exemple 3

Soient a, 5 € K. Résoudre :

y'+ay = 8 sur R.
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Exemple 4 : Principe de superposition

Si:

= y; est une solution de I'équation : y’' + a(t)y = bs.

= y» est une solution de I'équation :  y’ + a(t)y = bo.

Alors : y; + y» est solution de : y' +a(t)y(t) = b1 + by

Exemple 5
, , 1 1
Résoudre : y —|—?y: t—l—; sur R.
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3 Equations avec second membre

Théoreme 3 : Conditions initiales — le probleme de Cauchy

Pour tout (g, ) € | x K, il existe une unique solution de :

{y’ + a(t)y = b(t) surl

y(to) = \

[ Probléme de Cauchy }

= Equa. diff + Condition initiale

Exemple 6
1
y/ I ?y =i sur Ri

Résoudre le probleme de Cauchy : {
y(1)=0



Application classique : une équation fonctionnelle

SF 5 : Equation fonctionnelle et équation différentielle

Exemple 7

Trouver toutes les fonctions f : R — R, dérivables, vérifiant :

Vx,t € R, f(x+t)=Ff(x)f(t)
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On étudie I'équation différentielle :  (E)  y” + ay’ + by = s(t)

10



On étudie I'équation différentielle :  (E)  y” + ay’ + by = s(t)

Théoréme 1 : Théoréme de structure

Si y1 une solution particuliere de (E), alors les solutions de (E) sont
toutes les fonctions de la forme y; + yg ol yp est une solution

quelconque de (Ep) .

Equation homogéne
y1/+ay/+by:0




On étudie I'équation différentielle :  (E)  y” + ay’ + by = s(t)

Théoreme 2 : Principe de superposition
Si:
» y; est une solution de I'équation :  y” + ay’ + by = s1(t).

= y, est une solution de I'équation :  y” + ay’ + by = s,(t).
Alors : y; +y> est solution de : y"+ay’ + by = s1(t) + s2(t)
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On étudie I'équation différentielle :  (E)  y” + ay’ + by = s(t)

Théoréeme 3 : Conditions initiales

Soit tp € I, a, f € K, il existe une unique solution au probleme de
Cauchy :

y" + ay’ + by = s(t) sur /
y(to)=a et y'(to) =25

10



1 Equation caractéristique

Exercice 1

Pour quels A € K la fonction y : t — e*t est-elle solution de
I'équation homogene y” + ay’ + by = 07




2 Résolution de I’équation homogeéne

Cadre
= On cherche a résoudre (Ep) :  y”" +ay' +by =0

= )1 A sont les racines complexes de (%) : A2 +a\+b=0
/1

[Equation caractéristiq ue]
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2 Résolution de I’équation homogeéne

Cadre
= On cherche a résoudre (Ep) :  y”" +ay' +by =0

= )1 A sont les racines complexes de (%) : A2 +a\+b=0
/1

[Equation caractéristiq ueJ

Exercice 2

Soit y : R — C deux fois dérivable. Montrer que y est solution de
(Eo) si et seulement si z : t > y(t)e ™ est solution de

2+ ()\1 = )\2)2/ =0

12



2 Résolution de I’équation homogeéne

Théoréeme 1 : Solutions de (Ep) pour K = C

Valeur de A | Racines de (%) | Les solutions de (Ep) sont les fonctions :
A 75 0 A1 et A
A=0 Ao
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2 Résolution de I’équation homogeéne
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2 Résolution de I’équation homogeéne

Théoréeme 1 : Solutions de (Ep) pour K = C

Valeur de A | Racines de (%) | Les solutions de (Ep) sont les fonctions :
A#0 AL et Ao t > Aet 4 Beht
A=0 Ao t — (A+ Bt)eht

Théoréme 2 : Solutions de (Ep) pour K =R

Signe de A | Racines de (%) | Les solutions de (Eo) sont les fonctions :
A>0 AL et Ao t — Ae’t 4 BeM!
A=0 Ao t > (A+ Bt)eM!
A<O atip y it e*(Acos Bt + Bsin 3t)

Exercice 3

Démontrer le théoreme dans le cas ou K = C.
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2 Résolution de I’équation homogeéne

Théoréme 1 : Solutions de (Ep) pour K = C

Valeur de A | Racines de (%) | Les solutions de (Ep) sont les fonctions :
A#0 AL et Ao t > Aet 4 Beht
A=0 Ao t — (A+ Bt)eht

Théoréme 2 : Solutions de (Ep) pour K = R

Signe de A | Racines de (%) | Les solutions de (Ep) sont les fonctions :
A>0 AL et Ao t > AeMt + Bel!
A=0 Ao t > (A+ Bt)eM!
A<O atip y it e*(Acos St + Bsin 3t)
Exemple 1

Résoudre sur R :  a)

y"+4y' =5y =0
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Théoréme 1 : Solutions de (Ep) pour K = C

Valeur de A | Racines de (%) | Les solutions de (Ep) sont les fonctions :
A#0 AL et Ao t > Aet 4 Beht
A=0 Ao t — (A+ Bt)eht
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Signe de A | Racines de (%) | Les solutions de (Eo) sont les fonctions :
A>0 AL et Ao t > AeMt 4 BeM!
A=0 Ao t > (A+ Bt)eM!
A<O atip y it e*(Acos St + Bsin 3t)
Exemple 1
Résoudre sur R :  d) y”" +w?y =0
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™

[ (%) a deux ] [ () a une ]

racines A\; # Ao racine double \g

m e {1, A2} m ¢ {1, 2} m# o m= X\

3 C.J
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3 Equations avec second membre exponentiel

m est racine

de (¥)7?
(%) a deux () a une
racines A\; # Ao racine double \g
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™

[ (%) a deux ] [ () a une ]

racines A\; # Ao racine double \g

)

forme de la
solution cherchée
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™

[ (%) a deux ] [ () a une ]

racines A\; # Ao racine double \g

m < ‘{/\l- /\2}

m ¢ {1, 2} m # Ao m=Ag
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™

[ (%) a deux ] [ () a une ]

racines A\; # Ao racine double \g

m e {)\1,)\2} m%{)\l,)\g} m#/\o m = \g
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = Ke™

[ (%) a deux ] [ () a une ]

racines A\; # Ao racine double \g

m € {1, X2} m ¢ {1, 2} m # Ao m= Ag
Exemple 2

Résoudre : a) y" —y' —2y =¢t b) y" —y —2y =2cht

14



3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = K coswt ou
Ksinwt

1. On cherche une solution particuliere pour le second membre
s(t) = Ke™t

115)



3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = K coswt ou
Ksinwt

1. On cherche une solution particuliere pour le second membre
s(t) = Ke™t

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.

115)



3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = K coswt ou
Ksinwt

1. On cherche une solution particuliere pour le second membre
s(t) = Ke™t

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.

Exemple 3
Résoudre I'équation différentielle : y” —y’ —2y = 10cost

115)



3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particuliére de y” + ay’ + by = K coswt ou
Ksinwt

1. On cherche une solution particuliere pour le second membre
s(t) = Ke™t

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.

Exemple 4
Soient w, p € R%.. Résoudre : y” + w?y = sin(pt).

115)


https://www.desmos.com/calculator/jnnzv6zeac

4 Application classique : une (autre) équation fonctionnelle

SF 5 : Equation fonctionnelle et équation différentielle (2)

Exemple 5

Trouver toutes les fonctions f : R — R dérivables et telles que :

Vx €R, f'(x)=f(r—x)

16
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