
Equations différentielles linéaires

Chapitre 7



I Equations du premier ordre

I Equations du premier ordre

II Equations du second ordre à coefficients constants
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1 Généralités

Cadre
On étudie les équations de la forme : (E ) y ′ + a(t) y = b(t)

L’inconnue est
une fonction
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2 Résolution de l’équation homogène

Cadre

• On cherche à résoudre (E0) : y’+a(t)y =0
• On note A une primitive de a sur I.

Théorème 1
Les solutions de (E0) sont les fonctions

y : t 7→ Ce−A(t) où C ∈ K
est une constante quelconque.

Exercice 1
Démontrer le théorème.

Retenir :
(y ′ + ay)eA = (yeA)′
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3 Equations avec second membre

Cadre

• On cherche à résoudre (E ) : y ′ + a(t)y = b(t)

• On suppose avoir trouvé une solution particulière y1 de (E )

Théorème 2 : Structure de l’ensemble des solutions
Les solutions de (E ) sont les fonctions de la forme :

y1 + y0 où y0
est une solution quelconque de (E0)

Les solutions = Une solution + Les solutions
de (E ) particulière de (E0)
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3 Equations avec second membre

Cadre

• On cherche à résoudre (E ) : y ′ + a(t)y = b(t)
• On suppose avoir trouvé une solution particulière y1 de (E )

Théorème 2 : Structure de l’ensemble des solutions
Les solutions de (E ) sont les fonctions de la forme : y1 + y0 où y0
est une solution quelconque de (E0)

Les solutions = Une solution + Les solutions
de (E ) particulière de (E0)

Exercice 3
Montrer que l’on peut trouver une solution particulière de (E ) sous
la forme y1(t) = λ(t)e−A(t).
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3 Equations avec second membre

SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire
d’ordre 1

1. Equation 2. Variation de 3. Conclusion
homogène la constante

Les solutions sont On cherche une Les solutions sont
les fonctions solution particulière toutes les fonctions
de la forme : y1 sous la forme : y de la forme
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a) Résoudre : y ′ + 1
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Exemple 1

b) Résoudre : y ′ + y = 1
1 + et sur R.
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3 Equations avec second membre

SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire
d’ordre 1

1. Equation 2. Variation de 3. Conclusion
homogène la constante
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où C ∈ K est y1 est solution si où y0 est une
une constante λ′(t) = b(t)eA(t) solution quelconque

quelconque pour tout t ∈ I de (E0)
Exemple 2
Trouver une solution particulière de y ′ + ty = 2t.
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3 Equations avec second membre

SF 1 : résoudre une équation différentielle linéaire
d’ordre 1

1. Equation 2. Variation de 3. Conclusion
homogène la constante

Les solutions sont On cherche une Les solutions sont
les fonctions solution particulière toutes les fonctions
de la forme : y1 sous la forme : y de la forme

y0 : t 7→ Ce−A(t) y1 : t 7→ λ(t)e−A(t) y = y0 + y1
où C ∈ K est y1 est solution si où y0 est une
une constante λ′(t) = b(t)eA(t) solution quelconque

quelconque pour tout t ∈ I de (E0)
Exemple 3
Soient α, β ∈ K. Résoudre : y ′ + αy = β sur R.
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3 Equations avec second membre

Exemple 4 : Principe de superposition
Si :
• y1 est une solution de l’équation : y ′ + a(t)y = b1.
• y2 est une solution de l’équation : y ′ + a(t)y = b2.
Alors : y1 + y2 est solution de : y ′ + a(t)y(t) = b1 + b2

Exemple 5

Résoudre : y ′ + 1
t y = t + 1

t sur R.
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3 Equations avec second membre

Théorème 3 : Conditions initiales – le problème de Cauchy
Pour tout (t0, α) ∈ I × K, il existe une unique solution de :

{
y ′ + a(t)y = b(t) sur I
y(t0) = α

Exemple 6

Résoudre le problème de Cauchy :

y ′ + 1
t y = t sur R∗

+

y(1) = 0

Problème de Cauchy
= Equa. diff + Condition initiale
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Application classique : une équation fonctionnelle

SF 5 : Equation fonctionnelle et équation différentielle

Exemple 7
Trouver toutes les fonctions f : R → R, dérivables, vérifiant :

∀x , t ∈ R, f (x + t) = f (x)f (t)
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II Equations du second ordre à
coefficients constants

I Equations du premier ordre

II Equations du second ordre à coefficients constants
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Cadre

On étudie l’équation différentielle : (E ) y ′′ + ay ′ + by = s(t)
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Cadre

On étudie l’équation différentielle : (E ) y ′′ + ay ′ + by = s(t)

Théorème 1 : Théorème de structure
Si y1 une solution particulière de (E ), alors les solutions de (E ) sont
toutes les fonctions de la forme y1 + y0 où y0 est une solution
quelconque de (E0) .

Equation homogène
y ′′ + ay ′ + by = 0
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Cadre

On étudie l’équation différentielle : (E ) y ′′ + ay ′ + by = s(t)

Théorème 2 : Principe de superposition
Si :
• y1 est une solution de l’équation : y ′′ + ay ′ + by = s1(t).
• y2 est une solution de l’équation : y ′′ + ay ′ + by = s2(t).
Alors : y1 + y2 est solution de : y ′′ + ay ′ + by = s1(t) + s2(t)
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Cadre

On étudie l’équation différentielle : (E ) y ′′ + ay ′ + by = s(t)

Théorème 3 : Conditions initiales
Soit t0 ∈ I, α, β ∈ K, il existe une unique solution au problème de
Cauchy : {

y ′′ + ay ′ + by = s(t) sur I
y(t0) = α et y ′(t0) = β
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1 Equation caractéristique

Exercice 1
Pour quels λ ∈ K la fonction y : t 7→ eλt est-elle solution de
l’équation homogène y ′′ + ay ′ + by = 0?
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2 Résolution de l’équation homogène

Cadre

• On cherche à résoudre (E0) : y ′′ + ay ′ + by = 0
• λ1 λ2 sont les racines complexes de (C ) : λ2 + aλ + b = 0

Equation caractéristique

Exercice 2
Soit y : R → C deux fois dérivable. Montrer que y est solution de
(E0) si et seulement si z : t 7→ y(t)e−λ1t est solution de

z ′′ + (λ1 − λ2)z ′ = 0
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2 Résolution de l’équation homogène

Théorème 1 : Solutions de (E0) pour K = C

Valeur de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :

∆ ̸= 0 λ1 et λ2

t 7→ Aeλ1t + Beλ2t

∆ = 0 λ0

t 7→ (A + Bt)eλ0t

Théorème 2 : Solutions de (E0) pour K = R

Signe de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :

∆ > 0 λ1 et λ2

t 7→ Aeλ1t + Beλ2t

∆ = 0 λ0

t 7→ (A + Bt)eλ0t

∆ < 0 α ± iβ

y : t 7→ eαt(A cos βt + B sin βt)
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Théorème 1 : Solutions de (E0) pour K = C

Valeur de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :
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Signe de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :

∆ > 0 λ1 et λ2 t 7→ Aeλ1t + Beλ2t

∆ = 0 λ0 t 7→ (A + Bt)eλ0t

∆ < 0 α ± iβ y : t 7→ eαt(A cos βt + B sin βt)

Exercice 3
Démontrer le théorème dans le cas où K = C.

13



2 Résolution de l’équation homogène

Théorème 1 : Solutions de (E0) pour K = C

Valeur de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :
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∆ < 0 α ± iβ y : t 7→ eαt(A cos βt + B sin βt)

Exemple 1
Résoudre sur R : a) y ′′ + 4y ′ − 5y = 0
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Théorème 1 : Solutions de (E0) pour K = C
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2 Résolution de l’équation homogène

Théorème 1 : Solutions de (E0) pour K = C

Valeur de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :

∆ ̸= 0 λ1 et λ2 t 7→ Aeλ1t + Beλ2t

∆ = 0 λ0 t 7→ (A + Bt)eλ0t

Théorème 2 : Solutions de (E0) pour K = R

Signe de ∆ Racines de (C ) Les solutions de (E0) sont les fonctions :

∆ > 0 λ1 et λ2 t 7→ Aeλ1t + Beλ2t

∆ = 0 λ0 t 7→ (A + Bt)eλ0t

∆ < 0 α ± iβ y : t 7→ eαt(A cos βt + B sin βt)

Exemple 1
Résoudre sur R : d) y ′′ + ω2y = 0
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = Kemt

t 7→ Cemt t 7→ Ct2emtt 7→ Ctemt

(C ) a une
racine double λ0

(C ) a deux
racines λ1 ̸= λ2

m ∈ {λ1, λ2} m /∈ {λ1, λ2} m ̸= λ0 m = λ0

Exemple 2
Résoudre : a) y ′′ − y ′ − 2y = et b) y ′′ − y ′ − 2y = 2 ch t
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = Kemt

t 7→ Cemt t 7→ Ct2emtt 7→ Ctemt

(C ) a une
racine double λ0

(C ) a deux
racines λ1 ̸= λ2

m ∈ {λ1, λ2} m /∈ {λ1, λ2} m ̸= λ0 m = λ0

m est racine
de (C ) ?

Exemple 2
Résoudre : a) y ′′ − y ′ − 2y = et b) y ′′ − y ′ − 2y = 2 ch t

14



3 Equations avec second membre exponentiel

SF 3 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = Kemt

t 7→ Cemt

t 7→ Ct2emtt 7→ Ctemt

(C ) a une
racine double λ0

(C ) a deux
racines λ1 ̸= λ2
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forme de la
solution cherchée

Exemple 2
Résoudre : a) y ′′ − y ′ − 2y = et b) y ′′ − y ′ − 2y = 2 ch t
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = K cos ωt ou
K sin ωt

1. On cherche une solution particulière pour le second membre
s(t) = Keiωt

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = K cos ωt ou
K sin ωt

1. On cherche une solution particulière pour le second membre
s(t) = Keiωt

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.

Exemple 3
Résoudre l’équation différentielle : y ′′ − y ′ − 2y = 10 cos t
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3 Equations avec second membre exponentiel

SF 4 : Solution particulière de y ′′ + ay ′ + by = K cos ωt ou
K sin ωt

1. On cherche une solution particulière pour le second membre
s(t) = Keiωt

2. On prend la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution
obtenue.

Exemple 4
Soient ω, ρ ∈ R∗

+. Résoudre : y ′′ + ω2y = sin(ρt). Figure

15

https://www.desmos.com/calculator/jnnzv6zeac


4 Application classique : une (autre) équation fonctionnelle

SF 5 : Equation fonctionnelle et équation différentielle (2)

Exemple 5
Trouver toutes les fonctions f : R → R dérivables et telles que :

∀x ∈ R, f ′(x) = f (π − x)
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