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1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :

i)

F est dérivable sur I

ii)

F ′ = f .

intervalle R ou C fonction de I dans K

2



1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :

i)

F est dérivable sur I

ii)

F ′ = f .

intervalle R ou C fonction de I dans K

2



1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i)

F est dérivable sur I

ii) F ′ = f .

intervalle R ou C fonction de I dans K

2



1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

intervalle R ou C fonction de I dans K

2



1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

Exemple 1

La fonction Arctan est une primitive sur R de x 7→ 1
1 + x2

intervalle R ou C fonction de I dans K
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1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

Exemple 2
Montrer que la fonction F : x 7→ − ln(cos x) est une primitive sur
]−π

2 , π
2 [ de la fonction tan.

intervalle R ou C fonction de I dans K
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1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

Exemple 3

Pour tout λ ∈ K∗, une primitive de t 7→ eλt sur R est t 7→ eλt

λ
.

intervalle R ou C fonction de I dans K
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1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

Remarque
Soit g : I → K une fonction et λ, µ ∈ K. Si F est une primitive de f
et G une primitive de g sur I alors λF + µG est une primitive de
λf + µg sur I.

intervalle R ou C fonction de I dans K
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1 Primitives

Définition 1
Une fonction F : I → K est une primitive de f sur I si :
i) F est dérivable sur I ii) F ′ = f .

Exemple 4

Une primitive sur R de la fonction polynomiale f : x 7→
n∑

k=0
akxk est

la fonction

F : x 7→
n∑

k=0
ak

xk+1

k + 1

intervalle R ou C fonction de I dans K
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1 Primitives

Exemple 5

Une primitive sur R de la fonction polynomiale f : x 7→
n∑

k=0
akxk est

la fonction F : x 7→
n∑

k=0
ak

xk+1

k + 1

Théorème 1
On suppose que f admet une primitive F0 sur I.
Les primitives de f sur I sont alors toutes les fonctions de la forme :

F0 + k où k ∈ K est une constante quelconque

Exercice 1
Démontrer ce théorème.
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2 Lien avec les intégrales

Théorème 2 : Théorème fondamental de l’analyse
Soit a ∈ I. On suppose f : I → K continue sur l’intervalle I.

• La fonction Φ : x 7→
∫ x

a
f (t) dt est une primitive de f sur I

• Φ est l’unique primitive de f qui s’annule en a.

Conséquence
Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.
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2 Lien avec les intégrales

Théorème 3
Si f : I → K est continue et si F une primitive de f :
Pour tous a, b ∈ I :

∫ b

a
f (t) dt = F (b) − F (a)

Exercice 2
Démontrer ce théorème à l’aide du théorème fondamental de
l’analyse.

noté [F (t)]ba
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II Méthodes directes pour le calcul
de primitives

I Primitives et intégrales

II Méthodes directes pour le calcul de primitives

III Techniques d’intégration pour la recherche de primitives
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1 Primitives de référence : deux tableaux à connaître
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1 Primitives de référence : deux tableaux à connaître

Exemple 1
Déterminer une primitive de :

a) t 7→ ln t
t

b) t 7→ 1
t ln t

c) x 7→ x2

1 + x6

d) x 7→ x5

1 + x6

e) x 7→ x√
1 − x4

f) x 7→ x
(1 + x2)2
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2 Primitivation d’expressions trigonométriques

SF 4 : Primitives de t 7→ cosp t sinq t, où p, q ∈ N

La linéarisation est une méthode générale pour calculer ce type de
primitives.

Euler + binôme

Exemple 2

1. Ex. 31.1, banque INP. Calculer une primitive de x 7→ cos4 x
2. Déterminer une primitive de x 7→ sin2 x cos x de deux façons

différentes.
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3 Utilisation des complexes

SF 5 : Primitives de x 7→ eax cos bx et x 7→ eax sin bx
Pour calculer une primitive de x 7→ eax cos bx

1. On écrit eax cos bx = eax Re
(
eibx )

= Re
(
e(a+ib)x )

;

2. Une primitive de x 7→ e(a+ib)x est x 7→ 1
a + ib e(a+ib)x

3. On prend la partie réelle .

Exemple 3
Déterminer une primitive des fonctions :
a) f : x 7→ ex cos(2x).
b) g : x 7→ e−3x sin(2x)

= a − ib
a2 + b2 eaxeibx = eax

a2 + b2 (a − ib)(cos bx + i sin bx)
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4 Primitive de x 7→ 1
ax2 + bx + c

Principe
Tout dépend du nombre de racines réelles de ax2 + bx + c.

Exemple 4
Trouver une primitive sur R \

{
−3, 1

2

}
de la fonction

f : x 7→ 1
2x2 + 5x − 3

11



4 Primitive de x 7→ 1
ax2 + bx + c

Principe
Tout dépend du nombre de racines réelles de ax2 + bx + c.

Exemple 5
Trouver une primitive sur R \

{
−1

2

}
de la fonction

f : x 7→ 1
4x2 + 4x + 1
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4 Primitive de x 7→ 1
ax2 + bx + c

Théorème 1 : Le trinôme n’a pas de racine réelle

• Une primitive de x 7→ 1
x2 + a2 est

x 7→ 1
a Arctan x

a

• Une primitive de x 7→ 1
(x + α)2 + β2 est :

x 7→ 1
β

Arctan x + α

β

Exemple 6

Calculer une primitive sur R de f : x 7→ 1
x2 + x + 1
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Fonctions de classe C 1

Définition 1
f est de classe C 1 sur I si :
• f est dérivable sur I •

La fonction f ′ est continue sur I

Théorème 1 : Formule d’intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur [a , b].

∫ b

a
u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]ba −

∫ b

a
u(t)v ′(t) dt

Exercice 1
Démontrer le théorème
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1 Intégration par parties

Théorème 2 : Formule d’intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur [a , b].∫ b

a
u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]ba −

∫ b

a
u(t)v ′(t) dt

SF 9 : Effectuer une intégration par parties

Exemple 1

Calculer
∫ π

0
t cos t dt.
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1 Intégration par parties

Théorème 2 : Formule d’intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur [a , b].∫ b

a
u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]ba −

∫ b

a
u(t)v ′(t) dt

SF 9 : Effectuer une intégration par parties

Exemple 2
a) Déterminer les primitives de ln sur R∗

+

b) Déterminer les primitives de Arctan sur R
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2 Changement de variable

Théorème 3 : Formule du changement de variable
Soit f une fonction continue sur I et soit φ une fonction de classe
C 1 sur [a , b], à valeurs dans I.

∫ b

a
f

(
φ(t)

)
φ′(t) dt =

∫ φ(b)

φ(a)
f (x) dx

Exercice 2
Démontrer le théorème.
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La pratique

Exemple 3

Calculer I =
∫ e

1

1
t + t ln t dt en posant x = ln t :

∫ e

1

1
t + t ln t dt =

x=ln t

∫ ...

...
? dt

Calculer :
∫ b

a f
(
φ(t)

)
φ′(t) dt en posant x = φ(t)
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La pratique

Au brouillon on « dérive » x = φ(t) :

• dx
dt = φ′(t) « donc » dx = φ′(t) dt

• puis :

1. on remplace f (φ(t)) par f (x) ;
2. on remplace φ′(t) dt par dx ;
3. on remplace les bornes.

Calculer :
∫ b
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(
φ(t)

)
➀

φ′(t) dt
➁

=
x=φ(t)

∫ φ(b)

φ(a)
f (x)

➀

dx
➁

➂

17



2 Changement de variable

Exemple 4

Calculer I =
∫ 1

−1

√
1 − x2 dx en posant x = sin t.

Calculer :
∫ β

α f (x) dx en posant x = φ(t)

∫ β

α
f (x)

➀

dx
➁

=
x=φ(t)

∫ b

a
f

(
φ(t)

)
➀

φ′(t) dt
➁

➂
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2 Changement de variable

Exemple 4

Calculer I =
∫ 1

−1

√
1 − x2 dx en posant x = sin t.

Calculer :
∫ β

α f (x) dx en posant x = φ(t)

∫ β

α
f (x)

➀

dx
➁

=
x=φ(t)

∫ b

a
f

(
φ(t)

)
➀

φ′(t) dt
➁

➂
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2 Changement de variable

Exemple 5
Calculer :

a) I1 =
∫ ln 3

2

0

1
et + e−t dt en posant : x = et

b) I2 =
∫ 2

√
2

1
t
√

t2 − 1
dt en posant : t = 1

s

Exemple 6
Calculer une primitive sur R∗

+ de t 7→ cos(2 ln t) à l’aide du
changement de variable t = eu.
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2 Changement de variable

Exemple 5
Calculer :

a) I1 =
∫ ln 3

2

0

1
et + e−t dt en posant : x = et

b) I2 =
∫ 2

√
2

1
t
√

t2 − 1
dt en posant : t = 1

s

Exemple 6
Calculer une primitive sur R∗

+ de t 7→ cos(2 ln t) à l’aide du
changement de variable t = eu.
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2 Changement de variable

Exemple 7

Calculer une primitive sur ]0 , π[ de θ 7→ 1
sin θ

a) à l’aide du changement de variable t = cos θ.

b) à l’aide du changement de variable t = tan θ

2.

sin θ = 2t
1 + t2 cos θ = 1 − t2

1 + t2 dθ = 2 dt
1 + t2

20



2 Changement de variable

Exemple 7

Calculer une primitive sur ]0 , π[ de θ 7→ 1
sin θ

a) à l’aide du changement de variable t = cos θ.

b) à l’aide du changement de variable t = tan θ

2.

sin θ = 2t
1 + t2 cos θ = 1 − t2

1 + t2 dθ = 2 dt
1 + t2

20
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